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第八章辛几何 


§ 1. Hamilton 力学 


1,力学的基本方程. 70年代以来，线性偏微分算子理论最大 
的进展是微局部分析的出现.它使人们认识到，应该在余切丛上 
讨论微分算子，而不只是在底空间上进行.微分流形的余切丛有 
着特殊的几何结构，这种几何就是辛几何.辛几何其实已有很长 
的历史，过去，它一直与分析力学紧密被联系在一起.因此，我们 
先介绍分析力学中的一些基本槪念，这些槪念对于线性偏微分算 
子是敁为重要的. 

讨论均形空间 M (这是一个微分流形）上的力学系有两种方 
式，其一是在 M 的切丛上讨论，这时设 X 是 M 上的动点, 
是该力学系的轨道，于是 K 0 是速度，它是一个切向 
量.这个力学系的动能是*的二次型是一个正 
定 矩阵. 如果该力学系有位能 I / O ), 则称二者之差 L 0 r ， i )= 
T - U 为此力学系的 Lagrange 函数.力学的基本方程可以用 
最 小作用原理来表示. 

最 小作用雇理 . 力学系的轨道是作用量 

« • • 


5 - [''Ux^dt ( 8 . 1 . 1 ) 

Jh 

作为一个泛函的驻定曲线， 

由变分学的基本原理知道，力学系的轨道 x ^ x { i ) 应满足 
EuUr-Lagrange 方程 


L(^L\ 

dt V 9才 〆 


dL 

dxi 


0 , 


(8.1.2) 


这里*_(々，•••，〜）是 M 上的局部坐标系，如果 M 就是 R 5 % 



L^T — U m i(*i + f ) +*j) — U (. x , y , t ), 

2 y«i 

而 （8.1.2) 就 成为* 个质点之组的 Newton 运动方程. 

rn/Hi + — 0 , 

•» i 9 i + ~ ^ — 0, j — l,2,•••,#, 

9y< 

mfif + t/ — 0. 

9*i 

在切丛了好上讨论力学系称为 Lagrange 力学，它的基本方 
程组 (8.1.2) 是” （》 为自由度)个二阶撖分方程，称为 Lagrange 
方程组. 

也可以在余切丛 T * M 上讨论力学系. r*w 在力学中称 
为窄罕 f • 这时我们不是讨沦广义坐标句与广义速度如而是 

讨论广义坐标幻与广义动 量灼- 容易证明 P 是余切向 

Odti 

量.从切丛转到余切丛是通过 Legendre 变换,即引入（》,/0的 
函数一称为 Hamilton 函数 

H (. x , p ) — ip — (8.1.3) 

式右的 *应 理解为 O, #0 的函数，这个函数关系将由 ft — ■^来 

0*1 

确定， 

Hamilton 函数的力学意义是总能量.因为动能是 * 的二次 
齐性函数,所以由 Euler 恒等式，有 

H = tp— LCx,*) - *— - (T - y) 

d 金 

一 f 一（了 一 以）_ r + u. 
di 


在余切丛上力学系的基本方程是 Hamilton 方程组，实际 



上,我们有 

定理良1.1 Lagrange 方程组等价于 2 »个一阶方程形成的方 

程组 

or » c%rt 

(8.1.4) 


册卜 dH 


dx dp 

这里 Hamilton 函数 H 由 Legendre 变换 （8.1.3) 决定， 

证，现在求 Hamilton 函数《(*，/>)的全歃分 

JL7 dH . . dH , 

dH ■ - dx H- - dp, 

dx dp ^ 

另一方面，由 （B.1.3) 又有 

dH ■ idp 4 - pdit 一 di — dx 
r Y dx 

dL . 

■ ±ip - dx. 

dx 


比较的这两个表达式有 

,dH dH 

^ ■ - • - 

dp dx 

因此 Lagrange 方程组 


dL 

dT * 


丄 ㈣ 一逛 -0 
i# \at/ dx 


等价于 




* Va*/ dx' 


定理得证， 

系 M.2 //(*■• /0 是 Hamilton 方程组（8丄4)的初积分， 
证. 在力学系的一个轨道*-*0)， ？•？(>) 上 


d 

it 


fK*0) ， pit)') 


dH + dH d^_ ^ ^ 

dx dt dp dt * 


证毕， 


这个系就是沿着力学系的轨 道能蠹 守恒，当然，在不同的轨 
i 上，能暈值是不同的 • 



例.考虑 Kepler 问题，即一个质量为《的质点在有心力场 
下于一平面内的运动.设这个力场有位能 t / Cr ) ~ 一 Mr , 々是 
常数，采用极坐标系 Cr ,0)» 则动能是 
r - f (，+ r 1 ^), 

Lagrange 函数为 

L_r 一卩- —(,»» + ，矽） + 土， 

2 r 

而 Lagrange 方程成为 

― (*^) - ■- mf - mrd 1 +■ 冬 - 1 0 , 

it\QQi 66 it 

由后一方程得到 mr ^ - const , 这就是角动量守恒.为了求它的 
Hamilton 方程组，我们作 Legendre 变换 

( r ， e ，/， 沒） 、 r 、 d ， p r ， p^) f 


这时动能成为 
T 


♦卜士卜势 


而 Hamilton 函数是 <设 m — t — 1) 

H —T + U -> (〆 + 今 ) —+• 

当然也可利用 H ~ fp , + dp B - L 来计算，结果 亦同 . Hamilton 
方程组现在是 


dr 

dt 


dH 

dpr 


^ptt 


dd 

dt 




一进 
dt dr 


祕—丄 ，也 mm — 姐 
〆 r J M 09 
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这里又一次得到角动量押守值， 

由办 _/ ( 常数）及 ^ - 2 Pfl /rS 又有 
at 

S-2/J 年. (8.1.5) 

由能量守恒 

H 一 r + U = 丄 (〆 + -~ ~ co(r). 

_ E(M(r) _ $ — 十称 为有效位能 ) 

得到 

f — [ — ；===. (8 丄 6) 

J ^ 1-J E — co(r) 

(8.15) 与 （ 8.1.6 ) 解出了 Kepler 问题 . 

2• 典则变换.在上面的例子中由平面直角坐标转到极坐标是 
— 个关健的步賺 , 若采用直角坐标 O, y)i H 将含有 U ， y ， A ， f>,) 
四个变貴，求积 Hamilton 方程组将不是很容易的事 . 现在 H 中不 

含 0, 因而 -¥-0, 从而得到一个守恒律 . 一般地说，若 H 中 
00 

不含某一变置 (• 这种变量称为循环坐标），就可以得到一个守恒律 . 

« • • • 

守恒律是一个初积分，从数学上说，其作用是使 Hamilton 方程 
组降一阶 * 上面我们就是用了两个守恒律 ( 角动蠶和能置 ) 将 Ke¬ 
pler 问趣化为求两个积分 * 这个例子实际上是求解 Hamilton 方 
程组最有效的方法：寻求一个变量变换， ffiHamilton 方程组形 
状不变，而同时使 Hamilton 函数尽可能简单(找出尽可能多的循 

环坐标），以得到种种守恒律 . 这种变换就称为典则变换 . 

• • • « 

为了讨论典则变换，我们再引入 Poisson 寧 f 的概念，设有 
一个物理量 PU,p ), 则沿着力学系的轨道有 ^ ^ 

PCO — F(*C») »/>(<))* 

面且 

if - ( M. da + M ^£i\ 

di , ^ dxi d$ dpi i$ f 



y> / 9F dH dF 


dH \ 


此式右方常记作 _{H, F}, 而定义 Poision 括号为 


㈣ 卜 —(_ 

于是有 

定理 &U 沿某一力学系的轨道，物理置 Fix,p ) 恒适合常 
撤分方程 


dF 

dt 




( 8 . 1 , 8 ) 


»为此力学系的 Hamilton 函数. 

由此直接可以得到 

系& *1.4 FC*,?) 是某一力学系的初积分当且仅当 

由以上的讨论可以看出 PoU«m 括号的重要性，因此，我们给 
出一个定义：设 ® 是相空间到其自身的 m 分同胚 c 即坐稼变换 ）, 
我们给出 


定义 &1.5 若对任意函数 F,G 有 

{F,G}°tf — Go<p}, (8.1,9) 

则称<1>为亭别 

所以 iiii 即保持 Poisson 括号的变换. 

由定义直接可得 

定理&在典则变换下， Hamilton 方程组的形状不变. 
证.设有典则变换 <p:u，/*)i~><y,〆). 于是由定义 




dG 

dpi 


dF dG\ dF dG 

'dpi^x) 9 " e^" 


dF 


dG \ 


令 F{.x 9 p) — x f (xfp) 9 则由定理 8 丄3,有 


dt 


{«•*;} 




同理，令 F(*»p) — p, ixtp ), 又有 





dH 

dx ] 


刻划典则变换还有另外两种方法.为方便计，以下我们用的 
代替于是设有变换 

0 ： C?» p)y~*(.Q> p). 

如果 < p 是典则变换，应有 

{P„ PO - dp, dp, dQ,) 

= a U - 

回到原坐标系 (8.1.10) 是的导数的二次式的条件，这 
个条件如果用矩阵形式来写则是 

»-/， (8.1.11) 


( 8 . 1 . 10 ) 


-C :)’ 


吖是4>的 J * cobi 矩阵， W 表其转置，一个变换 < P 若其 Jacobi 
矩阵适合 Cs . i . h ), 则称为 f 孪寧， / 称为序 f 辛矩阵.所以我们 
又有 …. _ .... 

定理& J .7 ( P 为典则变换当且仅当<1 /处 处为辛变换. 

第三种刻划典则变换的方式是通过所谓辛形式 

« • • 

« — S 咖八你. (8112) 

i 

直接验算可以证明 

定理&^8 < P 为典则变换当且仅当 

9 *ta ~ to , (8.1.13) 

现在回到力学系的相 空间* 设其一个局部坐标为（？,(>)，且 
«是底空间（即构形空间）的坐标.若对底空间作一个坐标变换 
#*：?!-*- 我们恒可把它扩充为一个典则变换 

为此，我们仅需找到一组 P ,，•••使之适合 



i i 

不 仅如此，我们也可以找到 P 使之适合 

2 P^5 j - Sp 赵 （8.1.14) 

i i 

只要 对上式双方求外微分 rf 即得 （ 8.U3). 办与辛形 

i 

式 <o 同样都是十分重要的，有时称 J 为 LiouviUe 但由 

(8.1-14) 有 … 

比较双方，并记 p, P 为列向量 1 (朽 . . P,) 有 

尸 一['«►;(?)]''?. 这样，我们即得所需的典则变换 . 

前例中用的变换就是由底空间的极坐标变换扩充而得的典则变 

换. 

3 •生成 函轚， Hamilton-JacobJ 方程 • 上面已见到典则变 

换的重要性，问题是怎样找到典则变换，方法之一是应用生成函 
数，考虑典则变换 

»:(«.?) (8.U5) 

它的图象 r 定义为 

r- p )). (8-1.16) 

设我们可以用 （ p ,P) 作为 r 上的局部坐标，则在 r 上有 
*^(s 9i^Pi + 2 p i d Qi) 

— 一 (2 A dq-, — A ^Qij "™ 0, 

因而存在一个函数便得局部地有 

S ^i d Pi + S P * d Qi " dS * 


亦即在 r 上有 



d Pi • * dQ, ' 

鱿是说，典则变换 （8.1.15) 可以通过 S(p,Q) 按 （ S . l . m 生成. 
所以 S(p t Q) 称为 (8.1.15) 的竽孕 f f . 问题是什么样的典则 
变换的图象 r 上允许以标.为此，我们来 看恒等 
变换——它当然是典则变换 

id-.Q — q, P 两 （>• 

由 （8.1.17) 可以看到，若 

S ( P ， 0) — S PiQi * 

则生成恒等变换.这时是可以取 （ p ,0) 为局部坐标的.所以 ，接近 
于恒等变换的典则变换必有生成函数 Sip,Q\ 这里*•接近 ”是指 
到一阶导数均接近,下同.反之,我们有 

定理8*1.9若 S ( p , Q ) 接近于^则定义 

21 ， au7) 

dpi dQ, 

将给出一个典则变换. 

i 2. 由于5( ? , Q ) 接近于 D 巧 0;，上述的定义确实是一 

个坐标变换,而在此变换的 图象上 以用 ( P , p ) 作为局部坐标.由 
(8.1.17), 

S p i^Q> + S _!■ dSCp ， Q\ 

因此，取外微分后即有 ； 


2 — 2 dpilKdqt, 

而定理证毕. 

利用这个定理，我们要作出一类重要的典则变换.改变一下 
记号，并且考虑 Hamilton 方程组 


dyj _ 3tf(y，”) , dm _ 

it di^ it dyi 

的 Cauchy 问 ffl 


(8.1.18) 


y(0) — x, ii(0) — f. 

由于 ( B . l .18) 是一个自治系统(即右方不显含时间 *), 其解对一初 
均有 定义，而且可以认为这个解定义一个含单参数 * 的变换 
<fft\ (“i) if* n"). 

当 t 漏 a 时，軌_ id ， 而且彳黾 } 对》具有半群性质 

®.+, — <1>/ 0 ©.. (8.1.19) 

{4>,}称为 Hatmlton 流，我们要证明 

定理 8. U ) Hamilum 流对任意 t 都是典则变换. 

证 .用 - 以及标准辛矩阵 ■/ 可以将 Ha - 

milton 方程组写! 戈 

*(y"l) ■ JgradW. (8.1.20) 

对初值 求导数，记 （ y ， n ) 对初值的 Jacobi 矩阵为4>;, 容 易看到 

v < P \ — — 9 

dt 

H ° 表示 H 的 Hess 矩阵 

o , 

这是一个对称 矩阵.现在计算 乂（切;•/私），有 

dt 

兑 o ; 办; )- Y ^< p ； + '^.j -9',, 

dt 1 dt 

=*< p ； 'FM + -«•； JFtf >； 

- (,'FJ + JF)tp ： 

— [ —'( JF ) -h JF ^', 

+ H " W , -0. 

这里我们利用了 J 为反对称矩阵，从而 V = — J , 以及尸 =— I 

和 H " 为对称矩阵，所以 3 F - PH - - H ". 

以 . t 我们 证明了 ( ®； 39', 与时间 * 无关 ，但当时，由于 
初 值条件 I ,-,- /. 因此对一切 * 

— J, 


• $72 • 




由定理 8 丄7 知汍为典则变换.证毕. 

当 * _ 0时,典则变换少。_以，具有生成函数 

s (. y > i ) — 2 y >^ 

i 

(注:*，这里的（*4)相当于前面的 («,/.), ( y ,»0 相当于前面 
的 （0 J )), 所以当 I 充分小时,4>,也应有生成函数 S ,( y , 0,现 
在我们要问怎样求 S , Cy , 这里我们要用到{负}的半群性质. 

考虑两个相继的取和队，这里》 和1 都充 分小： 

(*» ?)|—^*( y » a )|—^(*(0. (8.1.21) 

相应于它们的生成函数为 s,{y, f ), 而相应于典 + f _ 

® ，。队的生成函数是 S l + I U ，0 . 我们要证明 
引理 8.1.11 在私 。队的图象 

r — {(x,|;y,Ji ； *,C);(y,ii) — 4>,(* ，茗）， 

(*» f ) — 0,( y ，* l )} 

上，恒有 

U*，O 一 5,(y ， f) + 5 t (*, 1() — Viyi_ (8.1.22’| 
证.由生成函数的定义 ' 

91/ dyi 

所以 

dS,(y, ?) — 2 Xjd^i + 2 叩办 . 

i I 

同理 

dS r ( g ,^) — fidm + 2 
I i 

i ( S , + r (*， f ) = 2 x i^Si + S 

比较即有 ， ' 

dS,^ t — dS, + dS r ~ jjyy/. 

i 

利用当 WO 时 A - 2 yA , 即得 （8.1.22) 式. 
i 

• 373 • 



现在 vr 月主要的定理 

定 £ iU 2 适合 Hamilton-Jacobi 方程 

f + H (^ f)-°* “綱 

证•将 f *,0 按 r 展开有 

*< - yj + r — + 0 (t*). 

Ol\i 

^ - 9tf ^ y,，,) + OCr 1 ). 

dyi 

由前式 

y> - * f - r ⑽ (y ， 7) + OCr 1 ). 

diji 

现在 

— S + 2 v#yi 

i i 

_ 2 (MVf + VidZj) 
i 

对 Hamilton 函数适当加一常数项并不改变 Hamilton 方程组， 
从而也不改变 Hamilton 流生成的典则变换，同时利用 r _0 时 
i »— S » i » y » 即有 


J [ S , +r (*,?)- - + 0( r ). 

令 r — 0,并注 意到* 即得 

f + 4, f )-。. 

以上的讨论告诉我们，为了求出生成函数，只需要求解一个一 
阶偏微分方程.下面介绍研究以下形状的一阶偏敵分方程 

P(* ，普 )-0 (8.1,24) 


的一种观点 • 

设*是流形 M 上的动点，由于#是余切向量，所以引人 

dx 

上的纤维坐标代替 （8.1.24), 我们考虑 T * M 上的方程 
0. (8.1.25) 

由于 f 应是某一函数》对 * 的偏微商，所以应有 

-«((*). (8.1.26) 

因此我们实际上需要求的是 T * M 的一个》维子流形尔它可以 
写成 （8,1.26), 即可以用底空间的坐标作为局部坐稼，因此它必 
须是横截纤维坐标的.更重要的是 （8.1.26) 的&应是某一函数 

*-«(*) 的偏导数： ^ r ， 为此，灼应该适合一些可积性 


dxi dx/ 


(8.1.27) 


(即 _ 

\ dti dxi dxidxf/ 

这一条件可以用另一形式来插述 • 在 r * M 上考虑一个二次外形 
式（见（8丄12)) 


w = S 扣， （8.1.28) 

i 

它在 A ；^- S ^) 上的限制是 

• %n • 



*• IA — 2咕(*) A — dx, A dxj, 

因此可积性条件 (8.1.27) 成立的充分必要条件即《在/1上的限制 
为 0. 

由于这个槪念具有多方面的应用，我们将称 t * m 的适合 

«1^1=0的》维子流形为 Lagrange 子流形.因此，求解一阶偏 

• • • 

微分方程（8.1. 2 4)化成一个几何 问题： 求余切丛 T*M 的一个 
Lagrange 子流形4，并使得： 

0 ) 4 横截于纤维坐标， 

(2) 在 A 上 （8.1.25) 成立， 

以上我们从 Hamilton 力学的基本槪念人手引人了辛几何的 
最基本的对象.由于我们的目的仅在于提出几何问题的力学背 
景，所以对这些力学问题的处理都加以简化了.读者如果需要进一 
步了解这些力学理论，最好的参考文献自然是 Arnold (ApHOJlM) 
[1], 以下我们将要系统地展开辛几何的理论. 

S 2 .辛代数 

1 •辛 空间. 辛几何研究具有某种构造——辛构造的微分流 
形.这个流形的切空间也因此有了代数的辛构造，这就是辛代数 
的对象——辛空间. 

定义 & 2 .i 辛空间即具有一个实值守雩 ttf 
的实线性空间 p (以下仅限于有限维-侖)_， •二时 •常 •称 
而辛空间就记作 （!",《：)• 

* 对称性即指对7的任意元*与 y 都有 

»(*. y) ― 一 (8.2.1) 

它也可以表为等价的条件 

«(*,*) = 0, (8.2.1，) 

非退化性即指对任一％ €7,若 

«(*,.y)-0, Vy€V t (8.2.2) 

« >7$ • 



则必有 xo -0. 注意到 》(*„ •) 是 P 上的线性形式，所以非退化 
性就 是说： 如果使这个线性形式成为零形式，必有4= 0. 

在空间 F ■引人坐标系使 * = (*!»• ••»**)»y 
« - dimV 以后，双线性形式成为 

M 

a > ix , y ) — 

I ’ 》卜1 

这时，反对称性就是.矩阵 A - Ua ) 是反对 称的： 

而非退化性就是：若2 0«/*( — °»必有» — 1,*• ■ 

但这就是说矩阵 j 是非 _ i 异的： 

deM # 0. 

例1.设其中点的坐标记怍*-(>,， 
?»♦•••*?.)* y = (>!»•• • 我们定义 

»(*» y ) = — ytSf ). (8,2.3) 

很容易看出， ⑴ 是反对称的非退化的双钱性形式，因此是 
一个辛空间.在这个坐标系下面,相应于的矩阵是 

J 是** 阶单位方阵. （8.2.4) 

这就是 S 1 (8.1.11) 中的标准辛矩阵.以下我们要证明，所有的辛 
空间都可化为这个情况. 

例1设 I ?为一个》维实线性空间， U * 是其对偶空间，因此 
也是》维实线性空间，对于[/ ㊉ 定义其上的实值双线 
性形式 如下： 对于4 = 0^0,定义 

u > iv l , p 1 ) — — (8.2.5) 

很显然，它是反对称的.非退化性证明 如下： 若对 

Pii.V , »(»i,f» 2 ) — 0, V»j€ F, 

则取 

Vi — (»j,0), 

有 



0 -» — —V«J € U , 

所以 — 0. 同理取 & — C0,« 2 *), 又有 — 0, V»? € 

U *, 所以 «,-o . 这样 （ p,«o 成一辛空间， 

取 U 和 u* 的对偶基底（《»，•••，*•),(/,,_■_,/•),$ V ,= 
(*i，-• •• • ，？_)» »i_ 则本例中 

的》即成为例1中的因此例1中的《将称为字;. 

辛空间和 Euclid 空间有一点相同,即同是在二蠱 4 壶 fi 上陚 
以一个双线性 彩式.不过 Euclid 形式是正定的（当然也躭是对 
称的、非退化的).这样，就可以用这个双线性彩式定义正交性、正 
交补空间等等.类似地，我们就有 

定义 8.2>2设 （ P , w ) 为一辛空间 t 若 对其中两个元 
有 »(«>,, t » i ) = 0»则称 A 与 h 一切与一固定 X 辛 

正交的元显然构成 P 的子空间，称卜 （* O a : 

(v s y — {v,P € F,»(»>!,«») — 0}. (8.2.6) 

与此类似，若 LCP 是其子空间，我们定义 i 的为 

(L) s - { p -,»€ V , toi «, V ) = 0 , yfH ^ L }. * (8.2.7) 

辛正交与 Euclid 正交性有一个根本区别，即 wO，tO = 0, 
即辛空间中任一元素必辛正交于其自身.由此，辛空间的任意一 

维子空间均含于其自己的辛补 



中，实际上， P 的任意一维子 
空间必可写为 L = 而 ;《 s eF, 
0，》€R}， 易见 L ( ZL \ 
例 3. 考虑前面的例 1 并 
令》 — 1,则 w(jf，y) 即图I中 
的平行四边形 OPRQ 的有向 


面积， 它的一维子空间即过 O 
, 的某一直线.两边同在此直线 

上的平行四边彩面积自然为 0. 
这个例子中对 (R 1 ^) 的几何解释以后经常要用到 ■ 

Euclid 空间中的 Euclid 度量建立了它与其对偶的同构，同 




样，对于辛空间也有以下的基本定理. 

定理 8 A 3 辛空间 （ PVO 通过 w 建立了 y 与 F * 的一个同 

构. 

证.任意均可生成 v 上的线性彩式 如下： 

£i : V -* V*, F 9 v -*■ »(*»,*) = C/v, 

o 显然是线性的.它是单射.因为若 — 0,则由 
«的非退化性必有 <- = 0. 有限维线性空间的单射自然是同构 • 
由此立即有 

金邐 H 4 codim ( L) ff - dimL . 

证 •由 CL )' 之定义知 

QiLY - L 的零化子空间， 

但因为同构，有 codim ( L)*=codim ( L 的零化子空间） = dimL . 
由此命题，立即又有 

定理 8*2. S 设 Z •与 M 为辛空间 （ P ,») 的子空间，则 

⑴ iur~L, 

(2) iL + My- L*nM D ， 

(3) ( Lnwy - L * + M \ 

( 4 ) LcM4^M 9 C.L a , 

证 .（ i ) 由辛补的定义立即有 ic ( L - y . 但是 
dimCL ®)" =■ codiml / •- dimL , 

故 CO 成立. 

(2) 若 j-eCL + A//, 则对任一 *€L， 因为 »-« + 0€ 
i + M， 所以 to(.v,u) =» 0,因此 v € L ", 同理 *»€ M ", 从而 
*-€L»nW». 反之，若 v€LT\M a , 则因任意 《€!■ +W 均可 
写为 » — «, + »2, «, € L, »i€ M, ife 

w ( p , *) = — 0» 

亦即 M(L + M ) f . 

(3) 由 （2) 和 （1) 即得. 

( 4 ) 由辛补的定义和 （1) 自明. 

2•辛 空间的 子空间，辛綦底，设有辛空间 （ V ,«) 及其子空间 


* 579 • 



C .. 由 1和£ ■"的关系可以划分几类特别重要的子空 间_ 

定义&16 

(1) 若 LdL % 则称 L 为爭序于竽_尽 ； 

(2) 若 L * CL , 则称乙为’« +辛] 

( 3 ) 若 L — L ", 则称 I ■为 Lagrange 子空间； 

(4) 若 LfU * — {0}，则称 I ■为宁 . 

为了刻划这些子空间的性质，我们 ( F ,«) 是否在 L 
上诱导一个辛构造.这里有 

命 M 8^7 ( V ,«) 在 L / LfU 。 上诱导出一个自然的辛构 

造. 

证.《在 I > rU ff 上的限制自然为0,因此若取•在 
LILUL " 中的等价类的任意不同的代表元 
v , p '€ M , 易见 

»(«, t>) — w(y» v'\ 

因此，可以用这个公兵值作为 »([«],[«]) 的定义，而《在 L / 
LHL * 上诱导出一个实值双线性形式，记作 rat . 〜 显然是反 
对称的. 

现证是非退化的.为此假设有 [«] 使 Wi ( U ],[*0) _ 0, 
V [ P ]€ L / LfU •，取 [«] 之代表元则 《€!■, 而且对任意 
的/•，有 ^ U . O -0, 这就是说-€ L ". 因此 »€ LnL ' 
而 [«] _ 0. 证毕. 

把这个结杲用于定义 8 . 2.6 中的各种子空间.对于辛子空间， 
因为 Z . n ^-{0}, 而 L / inL "- L ， 所以％是 JL 上的辛 
形式.就是说， L 在诱导辛彩式下成为一个辛空间.所以 I •称为 
辛子空间.对于对合子空间，因为 i ' CL , 所 以叫是 L / L " 上 
的辛形式.对于迷向子空间，因为 iCTL *, 所以 L } L [\ L^Lt 
£•■={0}, 在其上的双线性形式一定是0形式， Wt 自不例外.这 
还可以通过计算 看出： 对任意 u , viL , 因为 LCL % 所以例如 
«€ 而 w («，0 — 0,所以 w 在 L 上的限制必为 0. 对于 Lag - 
rang e 子空间自也如此.可以看到 Lagrange 子空间是 ** 极大" 
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的迷向子空间.实际上，我们可以把任一迷向子空同扩大为 Lag - 
子空间，从而证明 Lagrange 子空冏 是“极大”的迷向子空 
间.我们先来证明 

定理若夂, 心是两 个迷向子空间，且 L . nZ .,™ {0}, 
则必可找到一个 Lagrange 子空间 Af ， 使 LiCW 而 L 2 f|M = 
{ 0 }. 

证，令 #■=={ 一切包含！^而与只交于 {0} 的迷向子空 
间}，则因所以^非空.因 P 的维数有限，故必可在 
^ 中找到维数最大的元(不一定只有一个） M . 今证 M 为 Lag- 
range 子空间.任取：《：。€ AT\M ，则 M + {«,, ；€ R } 仍是迷 
向子空间(请读者自行证明），若 A 与0,则 M + 必 

与 有非零公共元 t » — « + «», »€ M , < # 0. 令 tf 。 = r l t », 
则_ r 1 # + A ， 于是得到 *« € M 9 \ M 的一个表达式： *0= 
-*■**. 这里 (- o € L lt r *«€ W . 这个表达式是唯一的，因若 
* •有另一分解： *# — — < -1 «' . V 0 € Li, t~ l u' € M , 则 t >。一 

k ；- r '(« — «-), 从而 v t — v ' a € L 2 , 同时因它等于 *—h — »') 
而厲于 M . 但由假设 LiDM — {0} t 所以 1*0 — u \ 这样 

—种分解亦可拓展到 M 上，因为 M 中任意元》的唯一分解只能 
是《-0 + «, 总之，我们得到 W D 的直和分解 

W ~ ( LflM 0 ) ㊉ 

往下，我们只需证明即可.为此注意到，命 
题 8.2.7 已指出》在 M"lM ^ LtOM " 上诱导出一个辛构造 o , 
这个 a 可以通过同构关系转移到上.事实上，若有 

对应于 M a \ U 中的两个等价类[« 山 W * 
定义 <5(1.,, 就是 L : nM a 上的辛形式.它 

是反对称双线性形式是显然的，它的非退化性也很容易证明.事 
实上，若 wCh , *0-= 0, 必有 ®([« i ] ，[»:])■ «(» i ，*0 = 
0, V » j € M B . 所以 { M a Y — U . 因此 [ Ki ] — o 而由同构关 
系 <-1-0. 但由以上作法，知 ra 即是7上的辛形式《在 MflJir 
上的限制，但因 L : 是迷向的，所以上的限制必为 
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0, 从而 <S — 0. 因为 Af 也是迷向的，故 W 是对合的，而由定理 
8.2.7, 其上本应有辛构造，现在既然 5 = 0, 可见 M"lM - {0}, 
而 AT - M . 定理证毕. 

这个定理告诉我们，只要有迷向子空间，就一定有包含它的 
Lagrange 子空间.但是 K 确有“很多”迷向子空间（所有一维子 
空间都是），所以 Lagrange 子空间应该也是"很多 " 的.下一个推 
论证实了这一点. 

推论 8. Z 9 设 L,,L 2 为迷向子空间且 MnL*- {0 }， 则必 
可找到分别包含 L 2 而且互相只交于 {0} 的 Lagrange 子空 
间 M lt M u 

证. 先按定理 8 . 2 . 8 作 M ,， 再对 M , 和 L , 用这定理作出 M ,. 
»lfe 8.2.10 每个迷向子空间 i 都等于包含它的一切 Lag - 
range 子空间的交. 

证. 只需证明 Z •外任一点必不属于某个包含 L 的 
Lagrange 子空间即可.作 ■•{»«,»€ R } ■，则 L , 是一个迷向 
子空间，且 {0}. 对 Z ■和 Z •，应用定理 8.2.8 知有 Lag - 
range 子空闻 MZJL 而 {0}. 因0,故 》& M 而 
推论得证. 

推论8^11 Lagrange 子空间是极大迷向子空间. 

现在把命题 8.2.4 应用于 Lagrange 子空间（由定理 8.2.8, 
Lagrange 子空间一定存在)即有 

codim L = codim If ■= dim L , 

因此 dim V — dim L 4 - codim L = 2 dim L , 就是说，一切辛空 

Iffff 咚窄哼 . .•.. 

舍是 （ T ，》) 的两个 Lagrange 子空间而且 
{0}, 这样的 Lagrange 子空间由推论 8 又9是存在的.由準数的 
考虑我们有 

V — L © Af . 

由于》(«，》), u ^ L , v € M 实际上是《，》的一种配对，我们不 
妨将 L 与 if % M 与等同起来•并记〈《，*>〉-• w (»， t <)， 则对 



V 中两个元 *}—«> + Vj, »j € z.» »i € Md •• 1，2)，经计算易得 

ra(», ») — <«,, — (u 2 , Vi), 

这就得到了例 2 中的情况.所以，一切辛空间都可以通过 Lagran¬ 
ge 子空间的直和分解而化为例2,再进而即可化为例 1. 

在 Euclid 空间中有一类特定的基底——标准正交基底一 
可将 Euclid 度量化为特别簡单的平方和彤式.同样，辛空间中 
也有一类特殊的基底——辛基底——使辛形式形状耠X苛单： 
定义8122 2»维辛空间 （ T, 的基底 
若适合 

»(•<»«；) — — 》(*_•»,<) — — 0 

就称为 P 的 

定理 8i2i ‘任 g 非零辛空间 P 均有辛基底， 

证. 一切辛空间都有偶数维， P 为非零，故可设 
dimP »= 2» > 0. 

设 

0 ^ € 7. 

由《的非退化性，必有 Aev 使作迷向子空间 
£.1 — {**1； * €R}» £*1 *■ {*f\> *€R}， 则 Ltfl 1.2 ~ { ： }.由推 
论 （8.2.9) 可以作出包含 L; 的 Lagrange 子空间 
使 而 V - 由此所述 •作 

M,,M t 的对偶基底即是所求的辛基底. 

如果在辛基底下取坐标系使» *= (*i, •••»*,； ?,)♦ 

p — (> 1 ，， • • >>.; 巧 1 ， ••- ，》?•)，$[! 

u>(,u f p') "■ w + S y^f + ^) 

— 2 (w* 广 iivi). 

i 

这就是例 1 中的 (8.2.3). 所以事实上仅有的辛空间就是例 L 的 
标准辛形式. 

3. 辛构迪与 Euclid 构追、复构造的关系.上面说到，辛空 

间躭是 (R 2 %«) 但在史 • 上还有 Euclid 构造 



〈*， v 〉= 2] t ，*•; ?1，- • .， I .)， 

i 

v — (& ， ••• ， y_; >h»•••»■ >?■)• 

R 1 ' 还可以看成是 OS 如果仍用上面的坐标，并记其复坐标为 

(« 1 » - ■ • ,«.),«,• = X} + i^j, 

则 C * 中"--/卜 Hermite 构造（《， *») — 2 这里 朽是 1 * 

的坐标.那么，这三种构造有什么关系？我们先从讨论 R * •与 C * 
的关系开始. 

C ■— {(»!,-■■,».)} 可以看成是 R 1 ■ — 

§,)} 是清楚的,+喵.伹 C — 与 R 1 " 因系数域不同，前者允 
许作运算乘以从而 《_ ft 有意义，而 I * 1 " 中则不许可.因 
此，我们不能写 C - esR 1 -, 而 .{* 要在后者中引入一个新的构造使 
“乘以广在 R a _ 中有意义，这时注意到，乘以 f 是一个同构，而对 

复向量 * - * + i |, --1 + «*,则不妨对芘，也引入一个 

同构 •/, 使在上述坐标系下 

J (* i » … >1.) ■(—&,•••，一 f « ;*，，•••，*•)• 

这样的■/是同构是明显的，重要的是它适合 

/_—/，/为2«阶单位矩阵， （8.2.8) 

而且在上述坐标系下，■/即标准辛矩阵 

J_(—l J ). /为》阶单位矩阵. 

脱离坐标系，我们就从 （8.2.8) 出发给出复构造的定义. 

定义8.2>24 R a ■上引 人一个同构 ■/适合户 f 即称为陚 
以 

' SA , 在 K 1 - 上就可以定义运算 

(a + ii)u — + bJUf (8.2.9) 

而 ！?• 成为复《维空间 C •称为 R 8 •的 复化. 

• • 

_ 

C _ 上有 Hermite 形式 A(» f i ») — ^ U]Pu 注意 ， A 
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不是双线性形 式： 它对《是线性的，而对〃是券舉孕毕的 . 这种 
A 称为 sesqui - linear 形式. Hermite 形式是一个正定的 sesqui - 
linear 形式.如果记 «/ =- rj + P ; *= y ; 十,则 

A(*>, ^ (y< + ivi)Ui — iii) 


― S ( r >y> + + * 2 (衔 *i •一 f»yO. 

I i 

可见 Hermite 形式的实部给出了 R 1 " ( C * 即其复化）的 Euclid 

构造,其虚部给出辛构造. 

上面我们在一组特定坐标下讨论了三者的关系，不过用与坐 
标系无关的方式自然也是容易的,我们把它留给读者. 

虽然 K 1 * 可以复化为 C - t R J - 上的实线性映射/ 一般不可能 
化为 C •上的 复线性映射.实际上 f 要化为 C •上的复线性映射的 
充分必要条件是 

VW 6 R 1 % 

亦即 f 与7可交 换： 

W-J。/. (8.2.10) 

如果将 f 用一个 2 «阶实矩阵写成分块矩阵 f ■= (^ 

C , D 均为《阶矩阵），则因 CS .2.10) 成为 C - 
- B , D - A , SP 



这自然提醒一种对应关系 


右方的2»阶实矩阵称为左方复矩阵的实表示. 
特别是，设 U-A + iB 是酉矩阵,即适合 
1 - UU * - U 十 iB)VA - i ' B ) 

-汐/!十 十 A ' B) t 
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则实表示的分块应该适合 


( 8 . 2 . 11 ) 


A l A 4 - B ' B { = 'AA + ' BB ') — l , 

A l B - (或 l BA - • AB '). 

値得注意的是，酉矩阵的转置与其实表示的转置不同，后者酎应于 

(f B ~ 即伴随矩阵，而前者是 M + i ' B ^ 

以后称为[/的复转置. 

把辛形式与复构造联系起来，在讨论一爸问题时很方便，例如 
将 IP ■与 R -0/ R - 等同起来，记 wC »,*0= Ib « . 5,则0^,»)= 

( H • ㊉ 这时 B •即(即将 * 与 ( ^等同起来） 

成为一个 Lagrange 子空阆 . 实际上其中两个元 a — x + id, 
# — y + iO ,有 — 0. 即 wIR ’ — O . 较为一般地取任一复 
数 c ~ |c | ，记 tR * ■ { c »= |»cosfl + i\c\uAa8,u € K *}, 
可以 证明它也是 Lagrange 子空间.事实上取其任二元4 = 
|hcos@ 4- i|f |«und, cv=\c\»cosd + i\c\poa.d, lmcv'cu = 
0. 而且容易看到这样得到的任两个 Lagrange 子空间，和 
^ R _, 只要不重合(即 q 与不是相差一个实因子），其交总是 
(0). 这实际上是一个一般的事实，因为我们有 

定理&2.25若 Zm 和！^是 （ F ，》) 的两个 Lagrange 子空 
间，则必可找到第三个 Lagrange 子空间 L 使 Lfl £^=£^0 
{ 0 }. 

证若 L . ni .,- {0}, 则可 G L , 的基底（《,，•••， e ,) 和 
L , 的基底〔&，••■,&)合成 P 的辛基底.在此辛基底下 (>,»)• 

( R *© iR *, 而 Z ，! — R *» L : _ iR *. 故取 ■即 

合所求. 

若 L , nL ,^ {0}, 则记 妒是一个迷 

向子空 M , 且 WjrU -! — {0}. 因此可以作一个 Lagrange 子空间 
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妒且 cn L, - {0}. 仿上所述可作 Lagrange 子空间 I ■，使 
z ^ nh - L , nz <; = { o }. 我们还可使基底为 （的，.-., 
e t ), W 1 的基底为 （心 + 1 ， •••， f ,)， 则 因此 

LiHL,- {0>. 

4 .辛变换.辛群. 在2«维 Euclid 空间中，正交变换保持 
Euclid 度量不变.它们组成正交群0(2«乂在》(复）维空间 
C« 中，酉变换保持 Hermite 形式不变.它们组成酉群 UOO. 同 
样我们给出 

定义 8.2_ 2 6进在 2 »维辛空间 （F, «) 中，线性变换4 
V -* V 保持辛形式不变，即 

to (, Au , A »~) ~~ w(»，I*) , Vu ， p € V , (8.2.12) 

则称 2 为 f 考辱. 

现在成为辛变换的条件.设取 F 的一个辛基底，使 
toCu,v) — (ju,v), 则 （8.2.12) 等价于 由 

»的任意性知 （8.2.12) 等价于 

' AJA ^ J , /为标准辛矩阵. （8.2.13) 

由它又有 

'AJ- JA~\ 

由于 J 1 ——/, 将上式双方右乘以再左乘以^^ 1 ，有一卜 
J 1 - 亦即 j - 'A^jA-\ 再取逆有 

Aj'A - J. (8.2.130 

这里我们利用了厂 1 - _ J . 

如果把 d 写为分块矩阵(: 为"阶矩阵，则代 

入 （8.2.B) 和 （8.2.13') 分别有 

•ad - •cd - 7, ' ac^bd 是对称的； （8.2.14) 

a'i-b'c-I, a'b,c'i 是对称的. （8.2.14) 

以上我们得到3为辛变换的几种形状不同的必要充分条件.与 
S1 比较可知辛变换是典则变换. 

定义 8.2.26 中没有假设 J 是同构.这是因为由 (8.2.13) 以及 
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detj — 1 易得 

(det ^) 1 - I. 

所以辛变换必为同构.特别是对2维辛变换必适合 det^- ad - 
I (见 （8.2.14)). 与本节第一段例 3 比较 即知： 2维辛变换 
即保持有向面积不变的线性变换. 

辛变换显然成群，称为 ff， 记作 S P («，R) (注意这时辛空间 
的维数是 2 »)，它是的子群.以下我们要证明辛群是一 
个 Lie 群.为此，先要在其上引入微分流形构造.这是很容易的， 
因为 GL( 2 »,R) 是 R 4 * 1 的一个开子集，而 Sp(»,R)cGL(2»,R), 
由其中的条 #(8.2.14)( 共 » J + 2. 个 

独立的多项式形的方程 ) 决走,所以它是一个4«*—«(2»_1)= 

*(2« + 0维激分流形(事实上是解析乃至代数流形).现在来看 
它在恒等元附近的局部坐标(任一元 4«es P (»,H) 的邻域都可以 
通过左平移映为恒等元的邻域)，这时《和接近于/而为 
可逆.记 a =- b ' a , r ^' ac t 则由 （8.2.14) 和（8.2.14*)，它们是 
对称的，而且 & - a'a-^c^ 'a~ l T,d- ' a^O + 4) ■ l a~ l 0 + 
f r<TV^i), 因此可以用<>，</， r 之元作为局部坐标.这样还看 
到在恒等元附近， Sp(»,R ) 激分同茈于 GL<»,R) X S(») X 
S(»). 也很容易看到，群运算 Sp(«,R) X Sp(«,R) —Sp< Sl R)； 
A , B — *A • B 以及 Sp(«，R) —Sp(»，R) : 都是 C~ 映 

射.总之我们有 

定理8* 2 . 27 S P (»，H ) 是》0+ 1) 维 Lie 群. 

下面讨论 S P (»,R )， 和0(2»)的关系.它们的元分 
别保持辛形式， Hermite 形式和 Euclid 形式不变.又因为我们 
巳证明了 

k (^ k % p ) ^ i»5 ^ Re ^5 -h ilm vti 

— <(*，§)( y ，* i )> + 

因此,若一同构保持上面三种构造的两种，亦必保持第三种；而且 
我们看到 
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i /( B ) - 0(2”) nsp (”, R ). (8.2.15) 

利用此式可以得到关于 Lagrange 子空间的一 个重要 性质. 
前巳看到，辛空间总可以化为 ( E 1 % W )， 而 K " 是它的一个 Lag - 
rsnge 子空间. 由 （ 8 . 2 . 15 )，酉变换必为 辛变换，在 其下， Lagran ¬ 
ge 子空间仍变为 Lagrange 子空间（读 者可自行证明). 所以， 
i / R _ 也是 Lagrange 子空间.这里是任意酉变换.重要的是， 
它的逆也成立. 

定理 8. Z 28 ( Leray ) —切 Lagrange 子空间 i 必可表为 

这里 U 是适当的酉变换. 

证. 设在辛空间上已给定 Euclid 构造和复构造，已经有了 
坐标系.今在 L 上取一个关于 Euclid 构造的标准正交系 (*!»•• • » 

«,), 并记它们关于原坐标系的坐标是(彳_〗，*••，《)•令 

W 十中贝 [J Re «而 ― 0. / ^ /,又因 i 是一个 Lagrange 
子空间，所以 imuj • 5/ _ 0,总之叫 • 5仏用的为行向量 

组成一个”阶复矩阵 t /- v 4 + / S 〜 (—二 j ) 必为酉矩阵.很 

明显 ， L - £/ R \ 

推论8.2_29 对任意两个 Lagrange 子空间 M 必有一个 
酉变换 i / 使 

下面我们要证明 Lie 群 Sp (», R ) 作为一个拓扑空间是连通 

的.为此，先引入辛矩阵的极分解，这里设 d C - — C -,« h-^a 

• • • 

为共扼映射，它的实表示为(二_ J ), 这时我们有以下的 
极分解定理. 

定理8.2_30 设 ^€ Sp (», R ), 则一定存在唯一的酉矩阵 t / 
和唯一的复对称矩阵 S 使 

A — e Sc U . (8.2.16) 

证. 因为 *4 可逆，易证 U 是正定的，因此必可找到正交矩 
阵 p eo ( 2 «) 使 
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于是可得 ^ 的平方根 R - P\^i J l P , 使 RWW . 

R 自然也是对称的、可逆的.今证 X ^€0(2«). 实际上 
• R _ l — jrwzjr 1 — /•记 r ~ 1 a ~~ 
[/， 有 A - RU . 下面证明 t/ 为酉矩阵并将 R 写为指数. 

由于 W € Sp(»,R), 故由 （8.2.13) 与 （8.2.13') 有 AJ ' A - J , 
•AJA — 所以 RVJ2* — A ' AJA'A = AJ'A ■ «/， 但 R: — 

P^ 1 )?， P €0(2«), 若记 G -' PJP f 则由上式又有 


(、‘)<’.、卜 <8 ' 217) 
这里我们利用了 'P-P' 记 G- (^),则将 （8.2.17) 写成 
元素之间的关系式，可得 

hhiit — iilt V,,/. (8.2.18) 

因此或者 M/- 1,或者卽_0,而不论是那种情况，对任一非 
负实数 * 均有 

gih V<» /. (8.2.19) 

由 （8.2.19) 回到矩阵形式即有 



亦即 

R^R'-J, Vf>0. (8.2.20) 

令 f = 1 得人但 R 是对称的，故 JW*R-J 而 
R € Sp(»,R ), 从而 

U — R _, ^6Sp(», R)nO(2») - £/(»). (8.2.21) 
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记 A - p 


1, 汐（注意； l <>0), 则4是 

2 lalu j ' 

实对称的.写成分块 矩阵， Si — ^ 应有 a ~' a , d = 

伹由 R ' JR > - J 双方对 f 在 f = 0处求导有 
S t J + JS , - 0, 

用分块矩阵可以得出-- d , b = ' b f 从而 

Si "C -!)-(! ^!)(o J )-、 

S _« + ib 是复对称矩阵，即 a -' a , b^'b (亦即其实表示为 
对称).由 S , 的定义， R - e *>, 故得 （8.2.16). 

唯一性易证 f 留给读者. 

注. （8.2.16) 是所谓 Cmaii 分解的特例. Cartan 分解指出， 
任一非异矩阵 M 必可唯一地表为 e B A , 其中 ^4 6 0(2”). B 为 
对称. 

推论 8.i31 Sp(«,R) 微分同胚于 C- ( -^ X 
由此推论即知，为了证明 SpC ff ,R) 的连通性只需证明 t /(») 
的连通性即可.这里先注意到 [/( l )-{^, fl € R } = 5', 从而 
吖1)连通 * 我们再对》递插地证明 C 7(«) 连通.为此我们要用 
到 Lie 群理论的一个 结果： 若 G 为一 Lie 群， H 为其闭子 Lie 
群，若 H 与 G / H 均(单)连通，则 G 也(单)连通.它的证明可以参 
看任一本关于 Lie 群的专著. 

口00作用在 s -~' 上是传递的，即用 [/(») 之元可将 s 1 -- 1 
的任一点<记作’(〜，•••，》_)，2 *<5/ ■- l ) 变到任意另一点 

(例如乂0,…，0, 1)) .现在以它作一个行 
向量并再取”一1个向 量:与 (»„•••, 5.) 合成一个 Hermite 标 
准正交基底，这"个向置可以构成一个 ！/(«) 矩阵 t / (以 
«.) 为第 * 行)，則 £/*(*, …，0, 1). 传递性得 



证.但是实 现这个 传递的 t /(«) 矩阵不止一个，而所有形如 
®), aer/U—1) 的酉矩 阵亦然 ，并且只有这样的酉矩阵 
才行.送是因为使奶，…/,〗）不动的酉矩阵之集为^ ?乂 
1)}. 因此有 

t/(»)/t/(» — 1) ^ S 1 * -1 , » > 2. (8.2.22) 

利用的连通性即得 U («) 的连通性. 

但是由此也就会想到 £/(») 不会是单连逋的.因为* = 1 
时 S 1 '- 1 = 5 1 就不是单连通的.那么，它的万有覆盖 (universal 

covering ) 是什么呢？由它的万有覆盖-单连通的覆盖空 

间——可找到 S p ( b , R ) 的基本群.为此先讨论 U ( B ) 的万有 
覆盖空间.取^€17(»),则因 | dett /| «= 1，不妨设 det £/_ 
厂而 R = 抑 仍是酉矩阵且 det V x •= 1. 因此 
I /, € 51/ («) ■={£/€(/(*), detl /- 1},即《 阶特殊酉群.由此可 
知,每一个酉矩阵均对应于一对 （/,<?) •令 

0(») =- SU{,n) X R = {(/4 ， 0) \A € SU (») ,d € R} ( 

并在其上规定群运算 

{ aMoCam - iA l A 2 , d 1 + e l ). 

可见600仍为一个群，而同态 

{ A , 6 ) h ^ Ae ie 

是 i ?(») 到 ！/(») 的覆盖映射，同态梭为 {(/, 2^); 

6 C «) 是单连通的.实际上,利用与前面一样的方法可证 

SUin ' y/SUin — 1) ^ 5 2 * -1 , n > 2 . (8.2.23) 

但现在 51/(1) = {1} 是单连通的. 当 ” > 2 时 5 2 -- 1 也是单连 
通的，故由 (8.2.23), —切 SUdn ) 当》> 1时均为单连通 • 由此， 
60) = SUCn ) X R 也是单连通的而成为 t /(») 的万有 S 盖 •总 
结以上所述，即有 

定理 8.2. S 2 Sp(«,R) 的万有覆盖撖分同胚于 C- l * +，M X 
t ? U ), 其基本群是 «,[Sp(»,R)]-Z. 



5 3 .辛 流形 


1.基本定义 . 设 M 是一个2»维微分流形，《是况上的一个 
闭的非退化的2形式，即 

(1) da , — 0, (8.3.1) 

(2) 对任一点*€乜，若有某 § er , M 便得对一切 r ,^ T,M 

均有 

W(f ， 7) — 0» (8.3.2) 

则 5-0. 

这时我们就给出 

定义 (M,») 称为辛流形. 

• • • 

注.取定一点则《给出 T X M 上的一个辛形式 （2 
形式自然是反对称的），而便切空间成为一个辛空间.但辛空间一 
定是偶数维的，所以流形 M 亦然.这样，定义 8.3.1 中关于 M 的 
维数为2»的规定其实是不必要的， 

例 1.设 M = R 1 * ,其上的坐标为..，/>■)， 
很容易看到若令 


» — 2 (8.3.3) 

/■I 

则《给出一个辛构造.事实上若有两个切向量 
(J — i ，2)， 则 


这与 s 2 中的 ( IP -, <») 是相同的.这个例子虽然简单却很重要, 
因为任窓辛流形局部地都可以化为它. 

例2,设为 "维 流形， T * M 为余切丛.若（ ?1 ,‘..，心) 
是 M 的一个局部坐标，( ?1 ,長相应的纤维埜标，则 （9, 
f ) 是 T * M 的局部坐标，而且使 T*M 具有微分流形构造.局 
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部地看，令 co - 芝； 枘 A 知自然成为 T*M 上的辛构造.为了 

从整体上证明余切丛上有一个辛构造，我们要给出 W 的内蠤的含 
童 .令 — W 表示自然的投影映射，取 pi . T * M , 
则在 P 处取 T*M 作为一个微分 



流形的 切向置 5,»的 切映射扣: 
r ,( r * M )^ T. t „M 映 f 为 ji / 在 
- * 处的 切向量 ，记作 《_( s ) 
(图 2 ).因为是龙点处 
的余切 向置， 所以 ff ■= p ( w *(0) 
有意义.是 M 上的一个1形式. 
令 W — da t 即得 M 上的一个闭 
的2形式.这个2彩式局部地就是 
(8.3.3). 因为在局部坐标下， S = 




因为？作为一个余切向量可以写为 p _ S w 扣“ 

所以~ S P lb h 由此 可见戊 = 芝] P〆 ?,.， 而《 

I i 

^ dp , Adq ,. 它的非退化性和反对称性自明 .. 

i 

如在 S 1中所曾指 出的， ff — 常称为 Liouville 形式或 
基本1形式，而辛形式《常称为基本2形式. 

从局部的观点看,一切辛流形都是相同的，伹整体坻看来决非 
如此.例如余切丛除了其自然的辛构造《是闭的，同时还是恰当 
的.一般情况下这是做不到的.因为，如果 dimM _ M 是 
M 上的辛形式 ， flU w A • • • A « (« 个因子）将成为 M 上的 
体积元素，因此是非零的.特别是，对于2维愴况，如果 M 是一 
个2维可定向 流形， 其上总是有一个非退化2形式一-即其体积 
元素——因而一定是辛流形.但它 St —般不是余切丛，例如二 
维球面 S 1 , 如果是一个余切丛，则其辛形式扣，而其体积是 
• 594 • 



这就是一个矛盾. 

例 3. 设一个力学系的构形空间为流彤 M . S 1 指出，其广义 
动量 P 是一个余切向置，而其相空间就是 M 的余切丛.因此，一个 
力学系的相空间是一个辛流形. II 就是用辛几何语言表述的力 
学理论—— Hamilton 力学. 

2. Hamilton 场 . 正如 S 2中指出的，辛空间的辛构造在某 
些方面类似于 Euclid 构造，辛流形的辛构造也类似于 Riemann 
构造. Ricmann 构造给出了一点处切空间上的 Euclid 构造而 
使切空间与余切空间同构，辛构造也是一样.事实上，设 CW , w ) 
是一个辛流形，则任给一个切向量1 6 «(•,)!) 将给出 T,M 

上的一个线性形式：因此《(■，*!)决定了 
余切空间的一个元.这样我们就得到一个线性映射 
T * M , nh -* ioO , vX 它是一个单射，因为若《(•，>!)= 0 ,则由 
W 的非退化性可得 >1—0. 又因 dim T.M — dim 所以 

必为同构： 

w(|,ij) = (8.3.4) 

如果用局部坐标表示，并设（从，《0即对于 f = 

( 办 ， 》I ■ (?i，. 》 P:) ™ 

«>(£. if)™S (. ptq'i — p ' iqd » 所以的矩阵表示是 
即是 一 /， g s — 1 _ 人 

以上虽然都是就一点 * ew 处的切空间和余切空间而言 
的，但显然可以移到整个切丛和余切丛上.设《是好上的1微分 
形式，即 T * M 的一个截口，应该是 M 上的一个向量 
场，即切丛： TM 的一个截口.以后特别重要的是 a - d \ 即一个 
恰当微分形式，亦即《是 M 上一个函数 f 的全微分的情况. 
记 — 我们给出 

定义 8.3.2 Idf 称为以 f 为 Hamilton 函数的 Hamilton 场. 
我们回到局部坐标系并且特别考虑_ Hdpf \ d 心 



的情况.由宁 


f 0 1\ 

( , ), rf /— ) q dq + i,dp 
\ 一 / 0〆 


Hamilton 场成为 


^-(J ；)(；；) = (-；：) 


, a f d 

jf -d q ~ u w 


(8.3.5) 


V 


(8.3.6) 


与它相应的轨道的微分方程组成为 

i± = §L it. 

dt dp 9 dt 

这就是 H 中讲的 Hamilton 它的解逋常只定义在 * 的 

某个小区间中 f 称为 Hamilton 相筚，它是一个夸警 擎枣哼 f 
部荦，而若解定义在 一00 < » < +co •上，则称为 Hamilton 
+， 11 而成为含 f 夸零印 f _由于任意辛流形局部地都可化为 ( M u \ 
dpMq ), 上®用于一切辛流形. 

以下恒记 Id ! 为 H f . 现在讨论它的一些简单性质.将埤作 
用到/,则由切向量与余切向量对偶性的定义有 
H ,( f ) = ( QIdf , H,y = 

—— 0. (8.3.7) 

这是由 2 微分形式的反对称性直接得出的 • 如果将 （ A /， co ) 局部 
地化为 ( R J -,</ pArf ?), (8.3.7) 就成为 

y^(KP±-KPr \^ 0 

i V dpi dqi dpi dq-J 


这就是说 / 是 HamiltOE 方程组 (8.3.6) 的首次积分•在 SI 中就 
证明了它，它就是能量守恒定律， 

上册附录 S 3.2 中指出，任何向量场都决定了一个微分同胚的 
含单参数的局部群， Hamilton 场自然如此.记 Hamilton 场 
H , 所定义的局部流为 U *>, 〆 是微分同胚,而且有 

定理 8.3.3 设 （ M ,») 为一辛流形，则其上的相流保持辛构 




造不变： 

— to , (8.3.8) 

在证明这个定理之前，我们先说明它的意义.前已说明 
» A • • • A to = A * C 0 是 M 上的体积元素.由定理8.3.3, — 

AV «= A *«. 这就是说， Hamilton 局部相流保持 M 上的体 
积元索不变.把这个结果用于力学系，就得到著名的 Liouville 

一为® 佘二桑果，设 C 是 M 上的々 
维链， D 是组成它的胞腔之一，从而有映射 D — US D 上 
有由标架给出的定向.取8上的区间/ - {*€ R , 
0<»< T }. 令/ X 2)， F '- 并且用/上的单位向 
量 e (与 «!,•••,«* 构成 上新的定向： •••,«*}. S 
样，得到一个新的胞腔与一个新的4 + 1维链称为 C 在同伦 
f 下的； 很容易看到， 

• dJ c = g T c - c~Jdc. 

引理 8.3.4 令 r 1 是上的1维链，？'是玛的局部相流， 
则 

vL w -_U rf/ . ( 8 - 3 - 9 ) 

钲.不妨设 y 为1维胞腔 [0,1] — M ， 其上的参数为 
，，于是记 

g‘F, = pH s — i7 = 

OS ot 

则吞， 》| € 7>(,, n M ， 且就是 Hamilton 场 / f / 的 向量. 由 2 微 
分形式积分的定义 

w - j 。 j .— 〜此 

这里我们用到了 «(^1) - dKO . 证毕. 

推论若 r 是一个 循环： 9 r = o , 则 
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定理 的证明 . 任取一个2维链 C, 有 
。一 

— j ( °> — j a> — j c (^*w — M ). 

这里用到了上面的推论 D , 因为 3 C 是一个循环.于 


是，与《在任何2维链上的积分相等，因此 g tm w - 

在 H 中我们介绍了典则变换的概念.定理 8.3.S 指出， Ha- 
milton 相流给出一•族典则变换. 


在上册附录§3中指出，流形上的向量场对于交换子积[X, 


Y ] = XY - YX 成为一个 Lie 代数.现在我们想证明， Hamil¬ 
ton 场成为它的 Lie 子代数.这里的关键是要证明， [H,, 
是相应于某个函数的 Hamilton 为此，我们要介绍 M 上两个 


C~ 函数的 Poisson 括弧的定义. 

定义 8.3*S ' 设是辛流形 （ M，w) 上的两个 C" 函数，则 
定义其 Poisson 括弧 t/j} 为*在场方向上的导数： 

{ f , g } - mCgX (8-3.10) 

注.由定义立即可知， e 为 H , 的首次积分的充分必要条件 
是 

现在我们要证明， C'AO 关于 Poisson 括弧成为 Lie 
为此，首先需证明 U 是反对称的.这可由一个更基本的命 


题直接看出. 


命 15 816 

(8-3.11) 

证.由 （8.3.4) 有 

— <,Qldg t H f ') ― (Js 、 Hi> — 

由此当然立即有 

U，". （8.3.12) 

更重要的是要证明 Jacobi 

{{ f , e }, h } + {{ g , h }, f } + {•{*,/}，#}■ 0, (8.3.13) 


■5J8, 



但这是容易的.因为例如 

{{/»«}, A } = {H f g,h} — — {h,H f g} — — 心). 

所以 （8.3.13) 实际上是若干个函数‘的二阶微商之和.但同一项可 
以表示为不同函数的二阶微商，因为由 （8.3.12) 自然有 //,<>) = 
这样，我们可将 （8.3.13) 中的 f 的二阶微商表为 
+ {{*»/}>?} ~ — 

+ {{A,f} tS }~ ( 札 。《, - 
- [ 的，札 ] 九 

但是一阶微分算子，所以其左方也不应该有 f 的二阶微 
商.因此 （8.3.13) 左方各项必互相抵消而为 CI . 证毕， 

这里顺便讲一个 Jacobi 恒等式的推论.前面已提到 {/,?} = 
0等价于 f 是/^的首次积分 C 或？为坧的首次积分 ）* 今设 
f,g 都是 Hu 的首次积分，则由 Jacobi 恒等式 

{{/»«}»*} — — = o. 

这就是关于首次积分的 Poisson f f,S f 

兮 ， f it,g} 华旱.这个定理很 ifffl , 因•为它能 i 助找 ii 

;积•分.下面 i 赢回本题. 

由 （8.3.12) 和 （8.3.13) 知 C "( Af ) 关于 Poisscm 括弧为 Lie 
代数，然则它与向量场关于交换子的 Lie 代数有何关系？这里我 
们有重要的 

定理 8.3.7 


证.记 d 为 A , 由 Jacobi 恒等式，对任意函数 
g >€ C ~( M ) 有 

— {/){?,?>}} — {St {/>¥}}. 

但由 Poisson 括弧之定义，左方为 H»<p ， 右方为 [ 均，《,]<?， 由 
于 《*> 是任意的,故二者相等. 

这个定理说明 Hamilton 场关于交换子成为 Lie 子代数，而 
且与 C-(M) 关于 Poisson, 括弧的 LU 代数同态，同态核是使 
- 0的/,即由在 M 的各个连通分支上取(可能不同的)常数 
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值的局部常值函数所成的 Lie 子代数* 

S . 辛微分同胚和 Darhoux 定理.设有两个辛流形(维数不 
—定相同） （ M ■，叫 ） 与 （ M ,,%)，/: 为一个可微映射. 

如果％ 在尸下的拉回为 

/*«, _ »„ 

就说 f 是一个若记 f 相应的切映射为 f *， 则对^，上* 
点的任两个切南4 有 

«»(!»»?) — (/*wj)(s,»i) = 

所以，若 f*i - 0,则对 w V € T , m , 均有 《!(“》))_ 0,而由 
的非退化性有 o . 由 f*s _ 0导出 s = 0即表明线性映射 
U 是单射，从而 f 是内浸 〈 immersion ). 而 dimWi 会 dimM w 
辛映射实际上比 S I 中讲的典则映射稍广，但其共同之处是 
保持辛形式 不变. 如果 dim M,-dim M t , 则辛映射是局部微 
分同胚.更进一步有 

定义 8 A 8 若 （ M < ，叫 )(/- 1,2) 是辛流形，/: M ,— M , 

是撖分同胚，且 

f * w t — » i , 

则 f 称为宇 f 争 f f ( 或亨辱寧 ). 

例如蚣 T * Af /(7*- 1, 2)，设仏一財：是底空 

间的微分同胚，则丛映射 

r*CAf,) 5 (r，0 h (/c*),rc*) _1 0f t*(m z ) 

就是一个辛同胚. 

现在我们的目的是证明任一辛流形 M 必可局部地辛同胚于 
r *( R_)，dimM — 2«,而使《>成为乏] dpil \ dqi . (?„••*, q ,\ 

灼, ■••,&) 称为 m 上的 f 学: tf . 我 d 的目的是证明任一辛流形 
在其任一点附近都有辛坐点.•左辛坐标下，辛几何的一切对象形 
状都特别简单，其辛形式为《-办 A </ 9 ; 其 Hamilton 场是 H 产 

fh 夺 (见（ 8 . 3 . 5 ))，而其阳，咖括弧是仏 f 卜 


* m * 



’'mu 

现在设 9 i,Pi (/ "• 1,* •*,») 是 M 上的 2 »个 C* 越数， 且其 
撖分线性无关(因此可以用它们作为局部坐标 ）， 则它们构成辛坐 
标的条件不但可以用 m — dphdq 来表示，而且可以用 Poisson 
括弧的关系式来表示.这里我们要用到重要的命题 8 . 3 .6,即 
(8.3.11) 式.一方面，若是辛坐标，由 U >~ dpMq , 


_d_ 

dg , 


-一念 立即有 


{?/»?«} — — {?/»?*} •- 0. 

反之，若此式成立 ，令 


H 


ft 




a 

a ?/ 


由 {?»»?*} — «»/(?*) 等等，又有 

H -~ 


0 ， bn = Sj K 等等，从而 

_ a_ 

dp ： 


代人 （8.3.11) 即知 w - df !\ dq . 现在即可证明重要的 

定理 8*3.9 令 M 为 一 2»维辛流形， A , B 为 {1,2, •••,»} 
的子集.若 Pi ， i € A , B 为在 Pa€M 附近微分线性无关 

的 C- 函数,且适合 

Ui><7k} = { 朽 ，？*} — {?/»?*} — 5 i* — 
i ^ A , 

则必可在 P t 附近找到局部辛坐标使 *<- 的， 

S * — Pi ， 々€ fl . 

证.设我们的目的即是要求一个 C - 函数 q =< l “ 
便得在 P» 附近 

{?/»?} = 0» j € A , { P k , q } — B , (8.3.14) 

并且使扣与办 i , ^ 在 P , 附近线性无关. （ S .3.14) 

是一个偏微分方程组，实际上即 


0, H tk q — d jk . 
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为了证明它们可积，应用 Frobenius 定理（上册附录定理 A .3.5), 
应考査的交换子,但例如 

- 0 , 

因为是常数.所以一定有一个局部坐标系将此方程组化 
为常微分方程组，例如 




i ， … 


a 

石’ 


从而 (8.3.14) 成为常微分方程组 


dx , 

而且不妨设 P » : 


0 ， ~ 是疙 B ， 

a h 

0过 i *, 作子流形 


(8.3.14*) 


M t ： Xj — 0, A , 

“= 0 , k€B, 

而且在上给定《之初值 ？U = <?(即， i <0. 这里 f U 一 
U ，. ■ .，®}\ j ，^ € B * — {1, - ■ ■ ，”} \ B , 而且 dqti ^ ¥= 0, 由这个 
初值求解 （8.3.1<0 即可得到余下的是要证明办，与 扣;, 
如在 P 。 附近线性无关，但由 （8.3. U ) 与初值可知，在 P 。 处 


扣 /Ip 。 = _ dtp\p 0 ~ 2 8 ii d Po 

i(B 

显然在此点 rf ?/ 与办;，线性无关,而在心喂近亦然.仿此也 
可以作出于是定理证毕. 

如果 j 抅 B 都是空集，即得 

定理 8.3.10 ( DarbQux ) 辛流形在其任一点附近均有辛坐 


至此，我们前面一再宣称的？一切辛流形均局部地互相辛同 
胚，或者均辛同胚于余切丛 r * CR ') 得证. 

辛同胚既然保持辛彫式不变，当然也就是 S 1 中讲的典则变 
换，因为现在讲的辛流形局部地和 S 1 中讲的相空间是一样的.因 
此，用 S 1 的结果知，在辛同胚下， Poisson 括弧， Hamilton 方程 
组的形状都是不愛的.这些结果也不准直接证明.但有一点应该 



指出，在许多著名的力学教科书(甚至如 JlaHflay , 中 

都以保持 Hamilton 方程组的形状不变为典则变换的定义.这种 
说法与我们这里的说法(这是现代的偏微分算子理论文献中通用 
的)是不一致的.例如令》=丨而考虑 

dq _ dH dp dH 

it dp ' dt dq * 


作变换 * — ?， f = 2/»，则 d $ t\dx _ dp [\ dq , 从而它不是我们 

所说的典则变换,伹若改变时间参数为 r -2 u 则以上方程组成 
为 

dr dS * dr dx * 

其形状并未改变， 

4.锥形辛流形.辛流形的槪念来自余切丛，但余切丛除了辛 
构造以外还有向量丛的构造，其辛形式应在纤華上为 0. 因为在 
局部平凡化以后，纤维就是子流形 F -. xi ^ x ), ((&,•••，*;)是底 
空间坐标).« — d ^!\4 x , wlF — 0,这时还有 Liouville 形式 
厶） 使我们可以很容易地由 w 直接 得出 a , 因为 

若令 

I 哧 


(称为轴向量场），则对任意切向量 
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易得 

w(p，；）■ = a O'). (8.3.15) 

(8.3.1 5) 可以不变地给出.令 M , 表示对纤维乘以 *( 在不 
同的坐标系下，这个运算总是相同的），则对 T * M 上的任一函数 
/，有 

(8.3.16) 

dt 


对于 Liouville 形式和辛形式，也都有 Affco — tco 9 Mfa — tff . 



仿此，我们给出下面的 

定义 8 AU —个 N 维 C - 微分流形 S 称为难序 f ， 如果 

(1) 存在一 C ~ 映射 A /: R+XS — S , K x ) - 

(2) S 上任一点*都有一邻域 K 便得 M(B + X P0"= P ，并 
有一微分同胚 < f ： V -* T , T R^O 的开锥，使得 tip - q , M t , 
t>0, V 称为 * 的锥部域. 

锥形辛流形就是适合 Mfa , - 的辛流形 （ s ,«). 

M , 就是模仿着纤维上的放大映射 （ dilatbn ) 岵而来 
的.它明显地有群 性质： 所以锥流形是群 IT 
作用于其上的流形.余切丛除去零截口 T * M \ 0 就是一个锥流 
形，其中我们规定 M ,(*, ^), (2) 中规定的 " P 是 

有了锥流形的一般定义，就可以定义其上的孕亨零瞢,即仿照 

(8.3.16 ) 给出 ^ * 


(8.3.16 。 

dt 

如果用 y 表示定义 （2) 中的 r 中的坐标，则 p 在局部坐标下的表 
示可以计算 如下： 对于 /€ C - CR N ), 

jtfjvcy) K*j , )Ii-i = 2j yi 

dt dt dyj 

所以特别是，若 / 是# 阶正齐性函数，我们有 
9 y < 

of - 反之，若此式在 一个锥 邻域中成立，/也一定是 p 阶正 

齐性函数. 

对于锥形辛流形 W, 与辛同胚不同，因此不能希望 Poisson 
括弧在下不变.实际上，我们有 

tMT{f,g} -= {MTt,Mrs}. (8.3.17) 

为此我们取一个一阶齐性函数 r， 并令 w , _ w /r . 于是 Wl 仍是 
一个辛形式，而 Af*w A —' A/fw/M?r — ( o/T — w lf 所以 


对于新的辛流形 (> s ， Wi ) 是辛映射，而若记相应于 Ml 的 Poisson 
拒弧为 {,h, 当有 Uh-Ui/T ， 而且 

但左方是 MT{1, g)hT t 右方是 {MT !, MTg}/T , 从而即得 
(8.3.17), 

将它在 * = 1处对 * 求导，利用 (8.3.10 W 

ifti) + pHtS} ~ ipffi) + {1>Pg)t (8.3.18) 

即 

H f +lp,H,]^H fl . (8.3.180 

下面我们要适当修改定理 8.3.9 和定理 &.3.10 (Darboux 定 

理)便之适合锥形辛流形的情况. 

定理 &3.12 令 S 为一个2«维锥形辛流形，土 S 各为 {1, 
2, -■-,«> 的子集，而灼， j ^ A , 是 P 0 €S 的一个锥邻 

域中的 c ~ 函数.今设 

0) 的和分别是0阶和1阶正齐性函数，即 

— 0 , pp k — p K ,j e a, 々 efl, (8.3.19) 

(2) {qi,q K } — ― {pi.?*} — S iK — 0, (8.3.20) 

(3) Hamilton 向量场 H fi , W„ 与轴向量场 P 在 A 线性 
无关， 

00 若记 ? i(Pa) -= 则若 乒 0,必 

有 i,€ B\A ，使 b it ^ 0. 

在上述条件下，必可以在 h 的某个锥邻域中找到的， 

八，使（1)， （2) 对一切 #，々成立;且 

取任意指定实 数值〜 和而且 （ 3) 对于 j 手 h 仍成 

立. 

上述 （？,/>) 是心在 s 中的一个锥郊域到 （ fl ，A) 在 r*R—\o 
的一个锥邻域的齐性辛同胚. 

证. 证明的基本思 想是： 首先在 A 的切空间(这自然是一个 
辛空间，而给出它的辛形式)上将 H fl , H fk 补充成辛基底， 

再用 Frob«mus 定 理求出上的辛坐标. 
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由于 Hamilton 向量 e ,- — — # 4 •- 属于 

辛空间 T P XS ), 而®在其上定义了一个辛形式,所以对轴向量 P 
有 

»(/»*«») — C^6j)C/>) — —~ 1 —p9i — 0, / € -4. 

同理 

«(#>»**) — — {dp K ,p) — t>p t — p*(P.) — B. 

现在我们要选取 q 和 q 使上式和 （2) 仍成 

立.同时， s ,, e kfP 为线性无关， 

第一 步先把补充起来，便得凡有 i € A , 亦必有 
- t - r 6 S , gp ACB . 因此，设 *€ AB , 看如何作于是选 
^适合方程组 

«(#>»<) — (任意选定）， 

w(e»»<) — 0, ;€ B, 

w ( S / 〆 ） _ ^，/€ 

这个方程组是可解的，因为》是非退化的，所以，对线性无关的〜 

j € Bi 巧，0 2和 p 线性式 

w ( f “.）》 w ( e “ •），《(#>，.） 

也是线性无关的，所以，上述方程组有解 e (不一定唯一），取之为 

e k * 

至此，巳得再将4从我们的考虑中除去，这样得到一 
个 j 为空集的情况.作法如下，令 ans - ■将 r p ,( s ) 分 
解为直和 

r^cs) - w t @w lt 

叭由{〜，6,}， AflB 张成.相应于这个直和分解 P - PD + 
PU niWu Pi € W lt 然后对 U ,#*}, 々 eBV 4 仿上法作下去. 
于是归结到了 A = 0 时如何作 > B . 这就要求解出方程组 
< o { p , e ') — b k (任给）， at { ei , e ) — 0, ; 6 B . 

这里的解和上述情况一样当然是存在的，而且解张成一个仿射空 
间(这 就是： 非齐次方裎的“通解其某个“特解 " +齐次方程的 
“通解”),因为线性无关的方程个数是十1(|則表示 S 中元素 
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的个数）,所以其维数为 2 n — |fi| -1. 问题在于这样是否能得 
出 P 和以外的解.但若 P 和 c h j € B 即是全部解，则 
应对一切 / € S 都有 «(/>, tj ) ■ 4* = *;，/€ B, w(#», p) = 0 = 
b K> 而且丨 Bl + L —* 2a — I B \ 一 1 即 |B| — ”一1. 但这时一切 
ij — ^ — 0, 而与某一个 0 * it € B\A — B\0 相矛 

盾. 

这样我们可以一直补充 B 直到而 B- {〗，•••，》}为 
止.下面的问题是怎样作先考虑丨式/的情况I这样，我们 
求解 


»(p» e) = 0 ， 《 0 4 ,e) — —Sn ， 1, 

由于 p 与线性无关，所以这个方程组恒有解 s, 
但是我们需要断定解 S 与 P, ^无关,否则就不能以 * 为^•设 
不然，则 


e — c K e it 

代人后一方程有 

— cw(p,ff A ) — cb K . 

令々= i， 可得 c ¥= 0 , 但令々 — f>， 由 */„ ¥= 0又有 c — 0, 
这就是矛盾. 

至此，已作出了一切 6f, 7 ^ h 最后要求 s iD ，这只要求解 

«(#>»«»,) ■= 0» »(6/,8; 0 ) ■= 0» ； # ； 0 , 

即可.这是很容易的. 

以上我们都是在切空间 r Po (5) 上讨论的，也可以说,我们获 
得了无穷小解，现在的问题是如 何在心 附近求得 s 上的局部坐 
标以适合定理的要求.上面我们说了为此要应用 F IO b en i US 定 
理，但定理的证明过程告诉我们， Frobcnius 定理使得原问 
题化成了求解常微分方程，现在我们也是把问题化为常撖分方程. 
设:记 M 上的一个辛坐标为且已有 
~ 9h 
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且 W w ( P ,) - Sj , W U ( F .) - f * (对于尚未求出的《与#>,它 

们起初 li T C 作用). 

在这样的部分的辛坐标下， 

i*A oSi 


9 ^- t - 


可以证•，的系数与 x i , j € A , ^€5无关.这是因为 


[最，巧 卜-队 I —最一〜+ H 


d_ 

9!i 


0, 


' 念 ’ Pl ]-[H n ,Pl-0. 


求其余的辛坐标,例如求 《-? K , K ^ B 9 即求解 
Qt $ 




令 


0 ,々 € 5 ， pu — «. 

1* + *-, 代入上式即知与 x K , K ^ B 无关，而 


#*,!»— K — f K — 2 
it * 

角是从 Pl 丁除去含 few 和 M 5的各项而得. 
dij axi 

P2 — 0,否则 P 将与 H M , w s < 线性相关.上式对 p 是一个常微分 
方程，而且我们可以在任一个过 心与 ft 横截的子流肜上给"以 
初值.我们将这样来给 P 以初值便得 办与 前述的- 
~ b „ - q 相协调，特別是便在 P 。 处办-趄 K . 这样 

即可求出《作为 P K . 完全同样跑可以求出 ft ， 最 
后一个待求的辛坐标是它也可以通过求解常微分方程而得. 
证毕. 

这样，每一个锥形辛流彤都局部地齐性辛同胚(指坐标函数对 

n 

纤维变量为齐性)于 r *( R -)\0. 这时 •扣 ， <r •艺 § idx lt 
而 P 实际上躭是 /<>>• 所以任一锥形辛流形上的辛形式都是恰 
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当形式.又因为= Kdqd , W „- / U ?*), 所以定理中的 
0) 也可改述为 Ai ， dp K , a & p t 点线性无关，这里 yew ， 


S 4. 辛流形的子流形 

1.基本定义 ， 我们已经看到，辛流肜 （ M ,«) 每点的切空间 
7.M 都是一个辛空间，而以为其上的辛肜式.同样， W 的子 
流形 V 在每一点 •》 € VCM 上的切空间 T t V 也是 r , M 的子 
空间.因此，我们可以把 S 2 中关于辛空间的子空间的概念移到这 
里而得 

定义 8 A 1 设 （ M ,«) 为一辛流肜， VCM 为其子流肜. 
若对 每一点 * eFCW , 均为的迷向、对合、 Lagrange 
或辛子空间，则称 P 为 M 的孕智、亨令、 Lagrange 或 f 于喷平. 

如果记的辛补(这里用的记号， 7 T 的^<卜4 
的一 个子丛，而在每一点 * e f 均为 t x v 的 辛补〉 为 （ rto °, 则 
上面的定义又可表述如下： 


迷向子流形 : （rtO*C7V， 从而 dim F < » - -i- dimM . 

Lagrange 子流形:从而 dim dimM. 

对合子流形： （rPO a =37T， 从而 dimF >« -人 dimM. 

i 

辛子 流形： T7narr-{o>. 

因此， Lagrange 子流肜是极大迷向子流肜. 

在各种子流形中最重要的是 Lagrange 子流彤，在讨论它之 
前，先回答一下对合性是什么意思.这里有 

命超 8 A 2 设7是 （ M ，《) 的对合子流形, /，？ ec ~( M ) 在 
P* t 为0,则{/»«}^— 0. 

证-对任意 ^ T r V , x € V , 因为 /| F =0, 所以 
0 — ?(/) = <<//,!> — to(£,/dO — o(|,W/). 
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苘理 «(5, W ,)-0. 这意味着 W /. W ^ CT . F / cT . F , 就是说 
H , 是 P 的切向*.然而 /| y -0, 所以 H ( (/)| y = 0,亦即 
0» £} f — 0. 

由此可得：若 V 可以表为 A — 且 
线性无关,可得在 P 上 {/#,/,>-0, 两个函数若其 

Poisson 括弧在某流形上为0,則在微分几何中称为写 f 布令■所 
以，对合子流形 P 之定义函数在 F 上恒互相对合.这是合子. 
流形名词的来源. 

下面开始讨论 Lagrange 子流形》先看一些例子. 

例 1. 若 M 为"维流形，则 T * M 是 2 »维辛流形，而 W (底 
空间)可以与它的”维子流形 M X {0} (即零截口）等同起来.如 

• 9 

果用局部坐标 to *■ T 1 略八《/*< 则 «|jf = I 

所以 M 是 r * M 的 Lagrange 子流形.同理固定 M 上一点 i % 
考 虑心上 的纤维 T % M t 用局部坐标可表为 T ?. M - {(0,---, 
也有 0. 因此，固定点处的余切空间 
T % M 也是 r * M 的 Lagrange 子流形. 

例 2. 更为一般埯，设 WCM 是 M 的4维子流形，其余法丛 
即 {?；|€ TJ ! M ,<|, A ->-0, \/ X 6 rW } 也是 T*M 的 Lagrange 

子流形.事实上，若用局部坐标将 A •表为 A +1 - *,_0, 

则其余法丛可以局部埯表示为 { U , 0, ---0; 0, --. o ； 

g * +1 , •••, h )}，《• 在其上的限制自然为 0. 

例 3. 设 vO ) 是 M 上的 c * 函数，则 扣 的图象 r - { U , 
rf 9>)； x 6 M > 也是 T * M 的》维子流形. 

外-☆⑵八扣 ' 畜為 私她 - 

所以 r 也是一个 Lagrange 子流肜，而 V 称为其生成函数(母函 

90 . 


更为 一般地 ，设《•是 M 上的 i 形式： d>- »;(*) 扣 .视 

/•I 
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# 为 r * M 的截口，即一映射其象即 r * w 的， 
维子流形(#=1，.，■,»)•对于基本1泡式 《 r , = 

< r \ tj ： ns )= 2 Oi { x ) dx ^ — < P , 而对于辛形式》自然有4>*« = 
y* 1 

- - d 9. 所以，4>为 Lagrange 子流形的必要充 

分条件是 《• 为闭： 抑 -0 .这时，由 Poincart 定理必局部地有一 
函数 V 使 9~ d v > 而上述截 口即扣 的图象，^是上述 Lag- 
range 子流形的周部的生成函数.在这个情况下 ，（ &与 M 局部微 
分同胚，而我们得到的结果可以叙 述为： T * M 之一切与 好 局部 
微分同胚的 Lagrange 子流肜均有生成函数所以可以把这种 
Lagrange 子流形看成是 M 上“广义的函数.” 

然而 T * M , 也有不与 A/ 局部微分同胚的 Lagrange 子流 
形，例 2 中子流肜 N < ZAf 的余法丛即是一例.然而可以 i 正明(见 
Arnold[l], p.224 定理），在 Lagrange 子流形 A 上一点 P 附近 
(. P € T * N ), 若取 的局部坐标为 

则必可找到子集 BC { I ,2,.-., a >, 使 dUB ■= {1，2, 

«}. wns - 而 j € A , 是 / I 的局部坐标，而 

且可以仿照上面的作法找到一个函数 7. U ,?*), 便 d 即是的 
图象 ： A - i € A , \€ B . < p 称为 4 的广义生成函 

数. 

例 4. Lagrange 子流形还可以自然地与典则变换联系起来. 
设 (< - 1, 2) 是两个同锥数的辛流形，则 CM ,, - Wj ) 
(称为（私,《0的对偶）也是辛流形，积 （ A ^ XMuJrJV + dwj ) 
也是辛流形，这里 A 是投影运算, A :*/, X M ,— 现在令 
是一个微分同胚，其图象为 r 尸 {( KhO , (*,«)， 
O ,?) e x M ti 其维数为 

dim T I dimJk/ 2 -^-(diio Mt + dim Mj) 

— i'dimCM, X Mi), 
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如果我们就记为两，现在问 A 在什么条件下是 Oi^x 
M t> ai 一 《 n ) 的 Lagrange 子流形？事实上 
»i — »jlr/ — /*«, — w,, 

因此，6是 Lagraage 子流形当且仅当/: M 2 -* M , 是典则变 
换(产同胚).由于这个例子的重要性，我们给出 

定义 8 A 3 设 （ M ,,»,) G ‘一 1,2) 均为辛流形， （ A ^ XM :， 
的任意 Lagrange 子流形 A 称为由到 M , 的一 
个 

• iii , •在这个定义中并不要求 dim M,-dim M >. 事实上， 
例4是说当 dlinM , —+ dimM : 而是撖分同胚时 • D 
为典则关系当且仅当 f 为辛同胚.而在一般情况下，若 
是两个微分流形 '，风的余 切丛： M ■，而 f 是 rv ， 
沪 : 风―％ ，则 A — €T*N l XT*N 1 , y=qaOO, 

f - 是由 - r * W , 到 M , - T * N , 的典则关系. 

典則关系的讨论与典则变换的生成函数理论有密切的关系. 
仍然考虑典则变换，并特别设 M , = r * W ; (« = 1,2), 
则…一 {(/(*,0， U ，0), U , 0 e X : r * 的.现 

在引人一个丛冏构 

t t*n 2 ->t*n 2 , -d, 

则 1 X X r * w ^ r ^ c ^ xivo , 

C *„ *„ l „ —&) 是一个辛同胚，从而可以将 T * N t X T * N t 与 
T*^ t X N t ) 视为相同，因此 r y 成为 X w ,) 的 
range 子流形.特别是，若与 W , X N : 局部微分同胚，则如 
例3所述， I )应有局部的生成函数 — 1 , 2 ). 
定理 8 A 4 设有局部定义的典则变换 

i - ZfN ^ T *^, (*„£,)(8.4.1) 

适合 HI # 0 ,则必存在函数适合 




(8.4.2) 



使 / 可以表为 


反之,若可找到函数 <Pix i ,x 1 ) 适合（8. 4 . 2 )，则< 1.3) 所 

定义的变换必为典则变换. 

称为（ 8 . 4 .3)的生成函数. 

证.由 1*^1 卢 0 知匕可以写成 （ AA ) 的函数，代人 （* i ， 

g , 亦然,即是说 o 可以用 （ A , A ) 作为局部 
坐标，即 i > 与 ' X 况微分同胚.故有生成函数 （ Kq ，*:> 使 
!1， 一§1) — (*1，*1，邮) • 此即 （8.4.3) 式. （8.’.2)即 


逆定理部分自明. 

若 r, 不能局部地与叫 x n : 微分同胚，则典则变涣将有广 
义生成函数. 

关于典则关系进一步的讨论可以参看 A. Weimteintl], 

2. 锥形 Lagrange 子流形.在应用上特别重要的是锥形 
Lagrange 子流形，它的定义是 

定义 8.4*5 设 M 为 一 》维流形， L 是 r*MV ) 的《维 Ug- 
range 子流肜，若 L 是锥形的，即 

(*,^) € Z, ^ (r,tg) 6 L, V* > 0, 

则称 L 为锥形 Lagrange 子流形. 

例如上面例2的 NCM 的余法丛(不妨记作 WO 就是一个 
锥形 Lagrange 子流形. 

对于锥形流形 i ，轴向量场 P- —定是切向惫场， 

因为它是曲线9:及 + =仏 1>0 > — L，*1-^-(*,»§), (,x ,§)€ L , 

所决定的切向量场. 

定理 8*4.6 r*W\0 的 ”维闭 子流形 L 是锥形 Lagran 辟子 
流形的充要条件是 Liouvillc 形式在I•上为 0. 
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" 钲.取 I •上 任一点 G ， l ) 处的切向量 f 以及轴向 
ftp , 由 （ KG ) 即知 

<K0 — = o. 

充分性.因 < Ht =0, 故 w| t — d < r\ L — 0而知 L 是 Lagrange 
子流形，今证它是锥形的.由上式可知 P ^ iT ^ LY - T ^ L , 
故 P 是 I ■的切向量.因此 P 的任一积分曲线即 

手 — 0, = I* *1,=, — ― £°, 

it it 

之积分曲线均在 i 上.但后者为这里 
r - e '>0, 亦即有 （ AP ) €厶今（ 〆 ，#)€ i ( r >0) 所以 L 
是锥形子流形.注意，这里我们应用了 t 为闭，这才使整个积分曲 
线不能越出 I ■外. 

上面我们指出， M 的々维子流形 W 的余法丛是 T * M 的锥形 
Lagrange 子流形.其实它的逆局部地也是成立的，即有 

定理&4.7若 i 是 r * Jtf 的一锥形 Lagrange 子流形，而且 
由 T * M 到 M 的投影映射*之切映射如在 L 之任一点 U ，0 
处均有相同秩数々，即如： T lIlV L -* T r M 之秩为 I 则 i 在 
的一个锥邻域中必为某个4锥子流形 K 的余法丛. 

证. 由隐函数定理，7是 M 的4维子流形.不 
妨用局部坐标将7局部地表示为 ^+1—* * * — 0» «=- dimM , 

则因£■是锥形 Lagrange 子流形，而 ff|t ~ 0 (定理8. 4 .6)，亦即 

S ^ dx > ~ °»所以在 L 上^ = 0. 这就是说 £■ 局部 
7的余切丛.证毕. 

现在讨论锥形 Ugrange 子流形的生成函数，这与下一章将 
讨论的 Fourier 积分算子有密切的关系.我们想要证明它们是 
由相函数生成的.相函数的概念见本书上册第四章 S 1， 现在再重 
复如下.相函数 0(*. 0) (有时是 0ix, y t 6) 而以 y 为参数)是 
—个 C-(fl X R ' O ) 的函数（这里我们考虑 CCR ' 而一般 》乒 
■ V 的情况），它对0是一次正齐性的，即 




— t > Q , 

而且当 0 0 时没有临界点： grad( Il9 ,4>(*,0) ^ 0(l?g* 0). 讨沦 

相函数时，一个重要的集合是 

C, - {(*,0) eO X B K \0, grade<K* ， 0) - 0}. (8.4.4) 

若记由 x R s \0 到的投影算子 为*, 则恒记 

■- St — {* € 0 ,30 € R w \ 。便 grads4>(x ， 0) — 0} ， 

Rp - = (8.4.5) 

相函数称为非退化的，如果 «/(,.„(—■) (；- 为线性无 


关的话，亦即 


nnk(<P m> ^) •=• rank 



90 , 9 *, 99 , 9 *. 

Q J 4> 9吻 0 2 <p 

9©w 00 w 0r, dd N dx •‘ 


-iV. (8.4.6) 

这时由隐函数定理可知 C •是 fl x R w \0 的《维子流形.由相 
函数之定义，当 graded — 0时 grad,® i* 0,故可作出一个映射 
At，：C»^-T*Q\0 — flX R*\0, (8.4.7) 

今证当 <I> 为非退化时，这是一个内浸,即其切映射是单射.这个切 
映射即 

(, ，，祐 )4( 扣 ，告如 +黑时)， 


若其右方为0,则5*-0, ^■昶 ■(). 但因在 C* 上 g r ade®= 

0 x 00 

0,所以对 C * 的切向 ft (5*，d 5) 有 + 拍-=0,现 
在0，所以 < Pgg 8& — 0. 由此，以及 < I > x $ 8 d — 0,由于假设 
了之秩为所以 S 6- D . 这躭是说，知是一个内 
浸.我们常将内*映射与其象用同一记号表示，所以烏现在也 
表示 T * a \0 的一个*维内浸子流形(上册附录 A，P .504) .很 



容易看到，它是锥形 Lagrange 子流形.因为 


S ^ dxi + ^~ d9j I m 圳 ** 

❽： i dxf Odj U 少 

S 在^♦上 grad ^^ — 0 , 由齐性有 ( PL * ™ 6 • gi * ad 々[ 4 喝 0 • 
从而 alit ， — dd>\ At ，— 0. 

重要的是，这个结果的逆也是成立的， 

定理 8.4.8 若 Z < cr * Af \0 是一个维形 Lagrange 子流形，则 
任一点 P - C *,|)€ L 必有一个锥邻域 r 以及一个非退化相函 
数少使 LCir - At . 

证，我们先来求 ^*PeM 附近的一个局部坐标系 ( A , • 

*■) ， 使 t * m 相应地有一个局部坐标 (*!,*•• ,x,i ， • • •,) ， 而 
i •在 P 的一个银邻域中可以表为 {0(0, Oh 这里是卷 
的零次正齐性函数.这个坐标系作法如下： r P ( L ) 与过 P 的纤 
维空间之切空间(即0维子流形 TP € M 的余法丛） A 是辛空间 
T p (T*M) 的两个 Lagrange 子空间.于是由定理 8.2.25 可以找 
到另一个 Lagrange 子空间 A , 与二者都只交于 {0}. 设 ( y , jj ) 
是: T * M 中 P 附近的一个局部坐标而 P = (0 ,%)(〜乒 0) 记次 
上之点为（办 ，5 jj )» 8 y € R *, « r | € R * ,则因 dim A — « 故必有 
两个 》 X * 矩阵 j 和 S 使 

/li ■= {(_8y,Sri);Ady + Bdr\ — 0}. 

B 必为非异矩阵.否则丨中可以找到 Sy " _ 0,叫"_ 0使 
ASf + BB^ = Ssf - 0.但是 A 是0点的纤维空间的切空间，故 
用局部坐标表示从而 8 n ^A 而与 An 
Ai ■- {0> 矛盾.故由_ 0有 (5 )J — C 8 y ，而木― 

{ C 5 y , C 6 y ), Sy € R -}. 今证 C - B~'A 是对称的.事实上，取 

A 之两点（办 1 » Cdy,"), (» y 2 , C « y ,> 因为 《 jU , — 0,故 
〈 C ^，％〉一 即 C = ' C . 

记 C —Cii — a if 因为 V — « ，…， n °_) — 0，所以可 
以找到/个数1,…， 《) 使 
, < 1 ( • 



2 —〜. 

现在即可引入所求的坐标 * ，使对应于*_0,而在其附 

近有 

其 Jacobi 行列式为 det D — det (^ 8 k , — ^ c ； ( * j ^ t 因而在余切 
丛上的对偶坐标 I 与 的关系是 

§ — i , — *( 〜一 2 

它的线性部分即中切向量的相应变换公式.故若 
p - ( o , s 9 ) 昼（0, 如） ，则4上的向量 （《* ，时）适合 

— s * k > 

• « 

8^i — 3 » 1 ; — 2 — 8 fll — c » 8 y i — 0 • 

«■t im\ 

因为在木上有 »*|- C 8 y . 这样， A 上的向量是(«*,0). 

现在看 7>( L ) 上的切向量 （ S *, 邛).因为此空间维数为 《, 
故又有两个 》 x »矩阵 A lt B , 使得在 r P a ) 上 
Ai8x + B ^时一 0, 

因为 r F ( L ) fU ■— { Oh 故若以（办 ，0) 代人上式可得： A 1 8 X = 
0<^5*_0,即 < 是非奇异的.故有 C , 时. A 这就是说* 
在 r P ( L ) 上时是独立变量.回到子流形上可知，在 P 附近工 
上的独立变量是6即是说 £■ 局部地可表为 { C *(0,0}. 因为 L 
是锥形子流形，故 *00- *(1), *> o , 亦即： x ( p 是 I 的零 
次正齐性 函数， 

现在 躭可以 着手来找相函数了.因为4是锥形 Lagrange 子 

摊形，故在其 上咏一 ««/*(§) - 0. 若令«(5) - 2说 ）.§“ 

'_1 





则 H (《） 是 f 的一次正齐性函数而且 


dHiO = 2] + li^i(l) ― S x i^OHit 


即是说 

令 

知 


BH 

ai ： 


* i (0. 


c*_ |(*, o； — X ~ 1^- — o|. 


而 

/i* — = C*.0»C*»f) € c 9 ) — {(*(!),!)}. 

这就得知 I ■是在 p 附近〉， 

余下的是要证明®确是一个非退化相函数.光滑性与齐性都 
是明显的，而 

grad (> , 4 , 4> — ( I ,* — grad t H ) — 0 ( 因 g 卢 0) 

在 grad |^ — 0即 grad 4 H 处 

C < P «.» 4> s «) — (/, Hess *®), 

其秩自然是*.至此，定理证毕.这个定理的特 点是： 相函数有 
特殊形状，且 

前面讲的典则关系如果考虑到锥性构造也将有相应结果，这 
些都将在用到时再讲. 

3•特征理论.本章 S 1 之末尾提到求解 （8.1.25) 

F ( Xf 普 )- 0 


可以用辛几何的观点说明，即求 r * M 的一个 Lagrange 子流形 
A 使之既横截于纤维，又在 A 上 （8.1.25) 成立.以下我们就会看 
到（ 8 .1. 25 )(即现在的 Fix, f )-0) 定义 T*M 的一个对合子 
流形.所以，求解 （8.1.25) 即化为求包含于一个对合子流形中的 
L » grange 子流形.众所周知,求解一阶偏微分方程的基本方法是 
特征线法，即由一个子流形(称为初始流形)之各点作出特征带，并 



以之组成所求的 Lagrange 子流形.现将它变为更为广泛的问 
题，然后再用辛几何的观点来讨论特征理论.为此我们先继续讨 
论对合子流瑕. 

设有辛流形 （M，《)，dim M - 2»的子流形若 F 由方 

程匕 -“一0决定，而 df , Q - I , ..■,々）在卩上线性 

无关，则当 F 为对合子流形时必有 {/, ,/#}-0 于 K 上.实际上 
这个命题(命题 8.4.2) 之逆也是成立的（由此也就可知 （8.1.25) 定 
义了 T * M 的一个对合子流形).因为任取一点 />eF, r P (7) = 

k 

n 但是辛形式 《 给出 了作与 之对应 关系： 

I) — to(lt Idfi") — 

因此 h ker ( rf / ; ) P - 0 (叫)?，而 IT f ( V ) VC 1 T p { V ) 即表示 

所张的空间是切空间，也就是说 T P iV ) 为对 
合子空间当且仅当均为 F 在处的切向 
量，这正意味着在 F 上(觅定义8.3.5,(8. 3 .10)式） 

一 — 0 . 

但是由 Hadamard 引理(上册引理 4.2.6 的证明， p.193)， 由 

— 0 

可知，在7附近 

* 

{/""}— 2 c hh ， ~ !»•••»». 

*»» 

因此，由 Probenius 定理 //"(i — 1 1，2,…， 》) 构成7%(0上的 

一个可积分布.因此，对合子流形 F 将由的积分子流形组成. 
从而这些积分子流形给了 F —个叶层构造 (foliation). 这一点 
是极为重要的. 

进一步看这些积分子流形，它们又应该由 H f , 的积分曲线组 
成 . 的积分曲线构成一个微分同胚(实际上是辛同胚亦即典则 
变换)的单参数(记为群所以这些积分子流形为 
{< i >/ J 0 < i >^ r ; 0 --* 0 < i >5：^» 1»",|充分小}， 

这里 <P?i 与的次序无关， Probenius 定理告诉我们的也就 
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是这个 亊实， 例如可以参看 Arnold ^ p .2 U . 这些积分子流形称 
为 P 的! tfff . 

由; 念可以得到一些重要结果. 首先： 

定理 8.4.9 W 的余维数为♦的 C 00 子流形 V 是对合子流形的 
充要条件是：过任一点 P € V 必有 A / 的一个 Lagrange 子流形 
LCF . 

证. 设过任一点 P C F 有 Lagrange 子流形 LdV . 则 
7’ P a ) cr P ( v ), 而 

[TpCFjrcrrxor - r P a)c ： r f o), 

即 v 为对合子流形. 

反之设 F 为对合子流形而在 P 附近可表为- 

0,这里札在 P 点线性无关，产 

0. 将 扩充为一辛基底 A , •••,/*, / <+1 , ■■■,/.; 

— o , »-* I , •••, «} 是 M 的过 P 的 La - 
grange 子流形且 LdV . 

但是上述证明有一漏洞，因为它应用了定理 8.3.9 而其中要求 
的是于 P 附近而不只是所以有必 
要改变 V 的定义函数来达到这一点.在 P 附近取 M 的一个辛坐 
标 (*.0. 因为打“线性无关 ，故 必可从/,-0中解出 
某些 而 U | + |/| -々.而得 

*i — li-= 

( i » l ) 是其余坐标.将 P 的定义方程换为 

h ■ *i — g 又金， t ) — o 或 h ■艮 i — ?/(*»!) — o , 

则由对合性条件有 

{?,-.?/> — <>,i + — 0或 1. 

上式应在 r 上，即当时为0,但因 
其右方不含 （*,•,&), 所 以有： 在 P 附近 
{7i. h ) « o. 

定理至此证毕， 
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现在看 M 的任意子流形 M,, 由定义8.4.1，3/,为辛子流形 

当且仅当 TM D n(TAO °-{0}, 这时《在上诱导出一个辛 
构造《。而 CM 0 ,^) 是一个辛流肜_我们现在用特征带来讨论一 
阶偏撖分方程的初值条件，为此仍设是余维数<的对合 
子流形. 

定理 8.4.10 设 M, 是对合子流形 F 的余维数4的子流形， 
(M„, ⑴。）是辛子流形当且仅当横截于7的特征带. 

证 .设是辛子流形，则对任一点 T P W # n 
- {0}. 但 T e M t cT f V , 所以 （ Terre ： 而有 
T P M D n(T P yy™o, 从前面讲的 （r F io n 与％ 的关系即知 
*# # 与7的特征带横截 t 

反之，若 T P M t a (. T f vy - {0}, 双方取辛补有 cr,M a )"+ 


T P V - T f M . 由于 

dim(T ? — 2» — dim JW 0 = 2» — (dim V — O» 


所以 


而 


dim[(r P Af a ynr P n - k, 

(. T P Vy ~(. T f Md " CiT r V , 


注意到 

即可得 


t p m 。 new 。一 { o >, 
T,Af o n(r P M,) ，， -{0}, 


就是说 M 。 是一个辛子流形， 

但是我们并不是用 M , 作为初始流形 * 而是取的另 
- Lagrange 子流形前巳说过 F 的特征带为 
所张的子 空间： 


而对含于 P 中的 Lagrange 子流形 i ， 因为 

[T P Vy<Z[T,,Lr^T P LczT P V, 


这些特征带也切于 L . 如果 LZiL t , 则 L 必包含过 L , 各点的特 
征带.实际上我们有 

定理8*4.11对 （ Mw 叫）的任一 Lagrange 子流形 L 。 局部 



地必有 （ Af ,«) 的唯一 Lagrange 子流形 I ■使 LCLCP ， 而且 
△即过 L , 各点的特征带之并. 

证.定义£为过 L 。 上各点的特征畨 之并： 

£ • { 少技 。•- - o ^.( Q ), P € " HL 。，（!■“..•，!>)€ T *}， 

这里 c / 是心 上一点 p 之充分小邻域 f 是 o e R * 的充分小邻 
域.因为若有含 L „ 的 Ugrange 子流龄 L , 则所有这些特征带 
都位于£•上，所以 £ CL . 又因 LoCM , 而与所有特征带横截，所 
以 dira £ — dim (特征带）+ dim £<„• 但彼此线性无关，所以 

dim (特征带）=々 ， dim L „ — ~ dim M „ — (dim F — = 

(2» —々一々）一》— k , 所以 dim £—$+(» — ^) — « == 

dimL . 因此局部地有 L — I ,就是说，若有 Lagrange 子流形 L 
存在，它必为 21. 唯一性得证， 

再证存在性，为此我们在 T 0 (£. 0 ) 上逐步添加 H fi _ 于是先 
令 

{4> f !( p )» ^ eunLo . r . eT 1 }, 

记号的意义同上. 由功 .与4的撗截性* 

IVm - T 0 L g + { H ， XQ )}, 

( Tp /.,) 0 - ( r 0 L s ynker ^,(9) 

^ TqU + 洲‘⑼卜 T 0 L lt 
所以 L 是迷向子流形.仿此再作 

L,~ .C(0) ，0 e t/n (T, ， ■.. ， r,) e r 1 } 

也是迷向子流形，而且 dim 所以作到4时 

即得 — I 是适合■的 Lagrange 子流形. 

经过了这些几何的讨论就可以回到一阶偏微方程上来.这 
时,我们所用的辛流形将是一个余切丛(这个 M 与前述 M 
不同，现在 dimilf = n ) 而它的对合子流形 / i — •*« — /* = 0, 
k <» 相应于一个一阶偏微分方程组 

fi{x, I:) _ …“ （ I* 普 ) - 0 - (M.8) 
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如果我们设一切 函数都 是实值函数，则 应用前 述的理论可以 
得到关于一阶偏微分方程组的 Cauchy 问题的基本定理 如下： 

定理 8 乂 12 设 dixnr*M = 2», …山是 T*M 上的 
个实值 C ~ 函数且 df 、， …， dh ， 在 ?- U ,? o)ev = 
{/i — ■■■*=/*=■ 0} 附近线性无关.若过 Jri * — (* d ) 有 M ■的 
»- A 维子流形《与 UMP ), …， rf 山 （？）} 横截，而且在 N 
上给一函数 < K *) 使 ^^ C ?) = 5 Jr 0 «, 则当 /m •■■， 心在 p 
附近为对合时必存在 （8.4.8) 的唯一解 < pO ) 使在0附近 

g>U — </*(*) t (8.4.9) 

而且图象 （* ，心 fO )) 是 （8.4.8) 的特征带之并. 

反之，若 （8.4.8) 在 G 附近有一解 fO ), 则令厶 <p = 5, 必 
有八在（*，0 (* 在*。附近)附近对合，而且 <^ fl ， …， 
d t f k 在 V 附近线性无关. 

证.若 9(=0 是一个解，则图象 Cx , d tt p ) 是一 个含于 v 内 
的 Lagrange 子流形，而且局部地微分同胚于 M . 由定理 8,4.9, 
P 是对合子流形.由于 Z ■在 F 附近微分同胚于故4/,, 
d t f t 在 P 附近线性无关. 

反之，设 / i , …山在 （* ，心 V )附近为对合，而且 ，…， 
d t i k 线性无关. T * N 显然是 r * M 的辛子流形，而且 L ,= { ix , 
心是 r * N 的 Lagrange 子流形.于是必有 T * M 的 
唯一的 Lagrange 子流形 I ■含于 F 内，且全由通 过心上 各点的 P 
的特征带组成.记 Z ■上之点为应有 

|| T * w =• d,4>\ N , — • • • — = 0. 

由于 从，…, d 山与 T * N 横截，故由隐函数定理可以从上式 
中解出即 K *))>. 这样乙必局部地微分 
同胚于 M , 从而它是某一函数 < pOO 之梯度的 图象 ： ^ - {(*, 
这样的可以决定到只相差一个常数*但因在 W 上已规 
定 V — 所以9是唯一的，定理证毕. 

特征带是余切丛 r * w 上的几何对象，它在 M 上的投影可 



以称为 f “…， h 的 iff :*( 特征带 ）= •(特 征).一般说来特 
征带都依赖于唯一的例外情况是^■.不含6这样 Hamilton 

场中决定*的部分与 S 无关.这就是/ ; (»^) = (f,C*),?>+ 
«iC*) 的情况，亦即 （8.4.8) 是线性方程组的情况. 

在偏澉分方程理论中应用最多的情况是方程组 （8.4.8) 由一 

个 PsDO 的主象征构成的情况 

• • » 

/»(*， d x q>) — 0. (8.4.10) 

按照偏微分方程的经典理论，如果一个超曲面 T = £使得 (8.4.10^ 
在V = c 上成立，则称此趨曲面为特征超曲面.所以按照定义，特 
征超曲面的定义函数 ¥■ 并非 (8.4.10) 作为 一个偏 微分方程的解，因 
为它并不要求 (8.4.10) 在某一区域内而只在一个超曲面上成立. 
但是实际上我们可以将 (8.4.10) 按偏微分方程承解而得一族特 
超曲面.这是因为 （8A10) 中并不显含 P 而只含心 9. 故若 
9>0)是 （8.4.J0) 的一个解，则 ¥>(>)_ c 0是任意常数)都是特 
征超曲面.为了应用定理 8.4.12, 应区分两种情况： 

(1) 0是实值函数.这时对合性条件恒成立，而 
在 p 上线性无关成为 

=5* 0，当 p { x , f ) _ 0时； 

C2) P { x , 0 是复值函数.这时 （8.4.10) 成为 
Rep(^x,d x <p) — 0, ImK* ， rf,qp) — 0, 

而定理 S.4.12 的条件成为当 pO,f )_0 时 
{Rep，Imp} — 0， 
d ( Kep, dilmp 线性无关. 

在这两种情况下 v ： pCx , O - 0 (称为特征簇）的特征带特 
称为冬 fff . 在 （1) 时它是1维的而在（ 2 )时是 2 维的•.它 
们在 iiiiii ： 的投影称为多學或參啥面 • 

以上的讨论都是局部 Ami 作士则有许多新的 
间题. 可以参看 J. J. Duistermaat [1], £2], 关于一阶偏微分 
方程的经典性的著作可参看 C. Carathiodory[ll (这是分析性质 



的），还有 E . CamnU ] (这是几何性质 的)， 关于经典力学则除 
了多次引用的 Arnold 的著作外还可参看 R . Abraham and J . 
E . Marsden [ l ], C Godbillon 11]. 和 J . M . Souriau [1], 其中 
都有很好的关于辛几何的论述.关于辛几何我们只讨论了它的基 
本知识和下面需要的知识，进一步的讨论可参看 L . HBrmander 
[51 第三卷第二 H -—拿和 V.Gaiiiemin and S . SternbergH ], 





第九章 Fourier 积分算子 
5 1. FIO 的物理背景 

1 .几何光学和物理光学的关系. Fourier 积分算子 C 以下简记 
为 FIO ) 理论是 一个源 远流长的数学理论.它的“前身”可以说就 
是数学物理中的渐近方法.19世纪末到20世纪初有许多数学物 
理学家对这种方法怍出了贡献.这里可以提出 Debye. Runge 和 
Sommerfeld. 他们所讨论的中心问题之一是几何光学和物理光学 
的关系，所以我们先对此作一些简略介绍.读者愿知其洋，可以参 
看 Guillemin and Sternberg 05 或者 M. Kline and I. W . Kay ™., 
几何光学的基本法则与经典力学中质点的运动法则——最小 
作用原理——同样是一个变分原理.设空间中折射率为函数 
由 P 。 到尽的曲线 r 上的积分 

_ P *2» *t)\rdt (9.1.1) 

ho 

称为到 P, 的光学距离. Fermat 原理指出，光实际进行的道路 
即实际的光线是 S ( r ) 作为 r 的泛函的驻定曲线.这个原理很好 
地解释了光的直线传播、折射、反射等现象，为光的粒子学说作了 
很好的数学说明. 

但是光的粒子学说不能说明许多现象,首先是衍射.光的波 
动学说却可以解释它， 19 世:纪中， M«well 指出光的本性是电磁 
波， Maxwell 方程组最后可以化成波动方程 

□ 丄心一 △«•() (9.1.2) 

c l 6r 

(以下为简单记恒设光速 1), 这是物理光学的基本方程. 
后来的研究说明了几何光学正是物理光学在波长趋于0时的 
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fe 限.上述 Debye , Runge , Sommerfeld 的渐近方法很好地说明 
了这一点.他们的想 法是： 设在初始时刻有平面波 

=■ 0,«,!,-。.= (9.1.3) 

^ + ^* 2 + ^ 3 * 3 ,々一 （ H 々，） 称为波矢量.在传播 

过程中它将分裂为两个波，而且波形发生改变.所以，可以求 Cau ¬ 
chy 问题 (9.1.2), (9.1.3) 以下形状的解 

«(*,»)— 。 ( 》， * ，々 ) 厂 _“*，* > + (9.1.4) 

鋒称为位相，0,6称为振幅.我们只看上式第一项，以它代入 
(9.1.2 ) 有 


e^i 


d 1 


a. 

—• An 一 2i (grads . grad ipi + 


— algradqs,! 2 . 

波矢置之长 Ul 与波长； I 成反比，波的频率 - Ul . 
我们设相函数是々的一阶正齐性函数，所以若《很大，它是一个急 
变的物理量.振幅比之相函数则是缓变的物 理量， 所以设有以下 


的渐近展开式 


«(“*，*) 〜 S •»/(“* ，走)， 

〜是 々的 一 i 次正齐性函数.以此代人方程即有 

。〜盏 {[( If ) 1 - 1 一^卜 

叫 |^-—_ grad … 

+ +(穿 - mK 1 ] 

一 (皆一 △〜)}， 



其中每一璃都是 4 的一 /+2 次正齐性函数.它的各项都取为0, 
于是从 i = 0开始先得到 

(念)、 | g «<% 卜 0. (9.1.5) 

这就是相函数所应适合的方程，称为步寧专 f (eiconai equa- 

tioa ). 它可以分解因子而有 ±| grad ⑷ = 0. 我们取 

dt dt 

Igrsdy,! (另一个方程决定的即作为 <p»). 关于奶初值条件取为 

下面再看町.先看 I 々广 1 项，可得 

ly® — gradp, • grada。 + + ( 語 1 - Atp[) a。- 0. 

(9.1.6,) 

关于依次有 

—i — grad^n • gradaj+ 丄- Aqo t \af 

9* dt 2 ^ dt 1 / 

+ — ) — 0 - (.9-1.60 

G.l. 6 。} 称为，争;^學 (transport equation), (9 _1_ 6 /；)称为高阶 
传输方氟 … ' 


用同样的方法求 */(*. *. 

1=0 

关于 < pj 将有 g _ —[ gratis [ , cptiOfXfk ') — 关于匕 仍可 
得到 （9.1.6). 

为了适合初值条件应有 

oj (0, *, 是）+ 和(0，*，々）—0, / — 0, 1，2，.“ 

« o (0» *. — 6。(0, *，<0 — 1， 

—« l ^ l ( ai (0»*» 犮） 一 办<(0,》，々）） 


+ _ 9 b,_ t _ 0 

dt dt * 


— 1 , 2 ,… 


由它们即可得出〜，扣所应适合的初值条件, 



用上面的方法可以得出渐近解来.下面来讨论它的 物理意 
义.当 UI —00 时，取渐近解的第—项即得一个近 似解： 

~ «!•(»,*) 广吵山 *>, (9.1.7) 

V , 适合 （ 9 .1-5), 适合(9.1.6 0 ).波的传播按物理光学即是等相 
面的传播.在这里 


** O — ! 々 lpi 
1女1 是一个大参数，记 




等相面即 


\K\ 


.)■ 4>0 ， x ， >i). 


— S (. t , x ) — c , (9.1.8) 

即是波前 C 这里我们略去了 1), 它是* f 维空间 R ' 

中的一个曲面，但是是 R 3 _ {( r „ x ^} 中的一族 曲面: 

当时 s (»„ 给出了 *< ■时刻 波前在中的位置. 

再看传输方程 （9.1.6 d )« 这里若约去因子41,注意到 


_9 

\dt dt 


dS a 

a7 t 


as e 

dxz dx t ’ 



是一个向量场，记其积分曲线为 f ^( r ) (9.1.6。）可 

以化为沿此积分曲线的常微分方程 


盖 a。 + L(i(r), x(r), fl 0 ) — 0 0 


这就相应于传播是沿此积分曲线进行的.这个积分曲线即是光 
线. 

光程方程 （9.1.5) 是 Hamilton - Jacobi 方程，而上述向量场的 
积分曲线即是其特征曲线.用上一章最后一段的语言来说 （9.1.5) 
即波动方程（9.1. 2 )的特征方程，而 (9.1.5) 的积分曲线即次特征 
曲线. 

现在转到余切丛上来讨论.如在上册第四章 S 5 所指出的：为 
了描述波的传播最好是不但给出波前的位置 C 这里是 （*, 且 

= f ——不妨令 f _ 0) 而且给出其传播方向 C 不是次特征 



方向），现在即是(|~, grad , 5), 亦即用 r *( RO 中的 

A — G ， * • 普， grad, 5^), 

来刻划它.但是，这正是一个 Lagrange 子流形，而相函数 
就是它的生成函数 • 我们要求 _S 是 Hamilton-Jacobi 方程 

' grad * S ) = — 0 
之解，这个方程定义了 r*(R 4 ) 中的一个对合子流形 5 ., 
n - 0. 石）.次特征曲线包含在 H 定义的特征带中. 

因为现在 H 中不显含 * 和: c , 所以它定义的特征带的方程(即 Ha ¬ 
milton 方程组)是 

即 f 。一 常数， ？'一 常数. 

但是我们要注意， Hamilton - Jacobi 方程和特征带的方程都 
只在^ =0附近可解.所以我们得到的 Lagrange 子流形只是一 
小块，它的生成函数也只是局部地有效.上一章指出，只有在 A 横 
截于纤维时，它才微分同胚于底空间 R % 才能有0，*)的函数 
S ( j ， x ) 为其生成函数.当这个微分同胚被破坏时，就说发生了 
“焦散” （ ca USt k ) 现象.这时就需要转换到其它坐标系而应用广 
义生成函数.以上的讨论不仅说明了几何光学的现象，而且告诉 
我们，这些讨论都是局部的，而必需考虑各种物理现象的几何的、 
内蕴的性质.我们再提一下 Duistermaat ^ 一文，那里对所提的 
问題作了深刻的讨论 t 

如果不限于 IV — oo 的情况，就是考虑波的一切频率成分， 
则我们应该把 (9.1.4) 对一切》积分起来.按照习惯，我们记频率 
为 S , 并且考虑到波动方程的一般 Cauchy 问题，我们应该求波 
动方程 Cauchy 问题的如下形状的解： 

当然， R 辱夸 MM 七巧呼零，第四章 S 3 的例 3 Cp . 2 0 5 ) 中我们5 
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经看到它了.这就是一个 FIO , (准确地说是 FIO ). 

2 ■经典力学 和置子 力学的关系， 在经典力个粒子在某 
时刻有确定的位置和动量，而在置子力学中则不然，在某一时刻 
* 粒子出现在 （ A , 々，〜 ） 点附近一小块办中只有一定的概率 

|0(;, (因此不妨设 l ).0(/, :)称为波函数. 

与经典力学不同，在量子力学中物理置不是用函数来表示的而是 
用算子来表示的，例如，位置在经典力学中用表示而在量子力 
学中用 A _ (乘以 A ) 表示；同样，经典力学的动量 P ,_ = 在 S 

子力学中用《 ^■表示.波函数所适合的基本方程是 SchrSdiriger 

方程 

i » 扯 - — + V ( jc )4». (9.1.9) 

dt 2 m 

这里《是粒子质量， VC *) 是位能，即粒子将受到力 F = -gradF 

的作用 . 土， A 称为 Planck 常数， h - 6.63 X 1 IT ” 尔格. 
In 

秒 ， A _ 1.05 X 10- 27 尔格.秒，所以它们是很小的参数. 

物理学的研究告诉我们，当 A 可以忽略不计时,置子效应可以 
不计，这时粒子服从经典力学定律.所以经典力学是量子力学当 
A —0 时(其实是视 A 为0时)的极限.这样我们又可以用上面的 
渐近方法(在物理学中称为 WKB 方法（见上册第四章 S 4,p.210)) 
去讨论它*现在的就相当于上面的 UL 为简单计，我们只限 
于一维情况，并设粒子有固定的能量£(置子力学告诉我们 ， EM 
是粒子的频率），所以设解为 

即设波函数为单色-个固定频率-波，这时关于 0 OO - 

称为定态波函数——将有 

- J^i + (9.1.10) 
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■我们将视为趋于 <». (9.1.10) 称为一维定态 Schro - 
dinger 方程. 

设 （9.1.10) 的解为 


0( x , r )- ~ 少*⑷ a , •(*)*■-、 (9.1.11) 

/-0 

代人 o 1. 10) 并令 r 1 的系数为0将得到 

[(yw) 1 + (KW-£)]<»„-0. 

因为^#0 ( 渐近展开的第一项当然不为0)，故有光程方程 

[5 , (*)] , + (7(*)-£)-0. (9.1.12) 

它可以化为两个方程 

5： = Ve ~ V (. x ), 炙— Ve - n *)， 


认而关于相函数 so ) 有 

• • • 

5,(*) — |-\/e — K(*)rfar, 5 jC*) — — E — V(je)dx, 

和上面一样， 关于叫 可以得 到堉箏 者學.例如，关于 <*•(*) 
有 

«i(*)s ； + ?SL - 0. 

2 

它很容易积出： 用心 (*) 乘双方即有 

因此 y — const . 如 琴丨笋 0,立即有 

a # C *) — Ki / V 名 (*) — K.J Vs ~ V (. x ), 

^, r )- K t e lr ! ij e - F (*). 


用同样的方法处理灸即得 (9.1.10) 之解 


< t > ix , r )- C , e 11 -VM 
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这里 q 与 C 2 是常数，其关系如何确定是一个重要问题.目前<?, 
与 G 是互相独立的，第一项表示人射波，第二项表示反射波，二者 
没有关系.总之，我们得到了 （9.1.10) 的 一个近 似解.这个近似 
解是在 S'M ^ 0的条件下得到的.这+条件的意义是什么？如 
上一段所述，我们应该在余切丛 r*(R>) 中考察 Lagrange 子流形 

在矿(*)_0处此子流形不微分同胚于底空间，从而出现了焦散 
现象.我们现在着重讨论 5*00 — 0 时发生的 情况， 
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若 f(* 0 )-o , 则在处 

e - n*). 

如果 KC*) 的图象如图3所示 ，它形 成一个 ** 势阱 ' 按经典力学的 
观点粒子不能 穿过& 到右方，因为它的总能量£不能小 于势能 
K(*X 因此，上面的讨论只适用于*々^^如杲要在 *>*, 处 
讨论，就需要允许 5(*) 取复值而我们将得到以下形状的近似解 

<PXi,x') — Ce- t i'/^ rei, I ' s / vi . x ') - E. C9.1.14) 

这里我们略去了 是因为如果将不定积分写为 



(* ，则当； r — +oo 时，广 yV (*) — +00而 e ^^ Fri, 

Jmt J:o 

将指数 增长，这在物理上是不 
许可的，因为波函数应在 u 

中. 

怎样把 (9.1.14) 与 (9.1.13) 
联系起来呢？现在我们已进 
入复域，如果我们从复平面 
的上半平面绕过^(图4)， 
arg ( K (*0 — £) 将增加》，从 
而变成 
CrT -.- 〜…山 s=Tr?7W * / V £ — VO )， 

这就是 （9.1.13) 的第二顼.如果从下半平面绕过则得到 
Ce M , e iT VB — V (*) ， 

即 （ M .13) 的第一项. 

所以如果我们要把 （9.1.13), (9.1.14) 联结起来，（ 9 .1.13)中 
就不应该出现两个任意常数，而应有 

c [ 厂 f 

<&(»,*) — Vfi — V (*) , x < x a , (9.1.15) 

i/ V( _ x) - Ef 

(9.1.14) 与 （ 9 .1. 1 3 ) 可以联结起来说明在置子力学中一个粒子可 
以穿过势阱,这是一个典型的量子效应.但是在越过势阱后，位相 

将要改变这是一个非常重要的指数称为 Maslov 指数，我们 
将在下面讨论它. 

% 2 . FIO 的局部理论 



1.回 我们巳在上册第四章 S 3 介绍了 HO 的定义与一些 



初步的结果，现在把下面需要的一些结果再简要回顾一下. 

FIO 就是一个形如 

(^«)(*) - jj y ，0)«( yW 0 (9.2.1) 

的算子.这里是一个相函数，而 ^ e ^ cK -. ye ^ c : 
R -，0 eR N ； aix , y , e )6 S ^, 0< P , 8 <\. 由相函数的定 
义， grad ^. wM *， y ，0) # 0(0 — £»)• (9.2.1) 目前还只是一个 
形式的记法，因为对于它甚至不能应用振荡积分的定义，但若取 
«/(*) 6逆 （ flO ，则 

( Ah , v) — jjj , y t d ') uiy ) v (^ t ) dxdy ^ 

的确可按振荡积分理解，所以 Au ^^ W , 而3成为一个算子 
A : 纫 ( Jh ) —您 一般地对于 »(*, y )€^( fl i X Dt ') 

/«.(<»») - jjj e , v - , ' y ^ a {. x , y , Q ') wi , x t y')dxdydd (9.2.2) 

也是有意义的.它定义了一个广义函数(也记作 <0,从而 

/*(««■) — {A,w) t 

2称为 Fourier ( S . U ) 也时常写作 /*(“《)• 若 

适合《 — 々 f < — N , t — minCp.l 一 8) > 0，如广义函数•^的 
阶不超过夂 

如果进一步设相函数适合 

grade,«<P ^ 0, grad < y , e )4> _ 0 (0 5 * 0)， (9.2.3) 

即少为毕寧 ，则 fio 它的转置 M : 

这时可以扩充 2 及 4 的定义域而得 A 
« r (免）— ^ xo ^ i ' A ： 逆， （ c :), 

FIO A ： 纫 u ,) —纽乂 A ) 有一个广义函数核 K /*， y ) 我 
们时 常形忒 地记它为 

它目前不是振荡积分，因为缺少了条件 grad fl ® ^ 0 0 — 0) .为 
了讨论3的性质，集 
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Cf - {(* ， y ， 0)€fl‘ X X R^O,grade® — 0> (9.2.4 ； 

起重要的作用 . 记 A X A X B'O 到兑 X O a 的投彩算子为 
*，并定义 

= 7tC* -• {(^,y) € Q { X Di, 30 € R^XO, grad s ® =• 0 }， 

C9.2.5) 

~ fij X Oi\Sf t 

则 sing supp KjCS 9 , 或者说 /i^(* ， y ) 在 J2* 中光滑 . 

当 j 具有算子相函数时，令则在 3 的作用下 
sing iuppAuCS^o sing supp « = {* € O y \ 

3y 6 sing supp € 5#}. (9.2.6) 

当然 ，若 * »€ 您（公 2 )，则 sing supp»=4 > ，由上式有 sing supp/l#=- 
办，这与相符合 . 

进一步我们要微局部地讨论这时我们常在 （9.2.2) 
中将 （*,y ) 合写为而如习惯他那样将写成 
»(*). 我们有 ~(0«) =- ^，“〉，而 

Pf , F(/4)c{(*, gradj^(ar, 0_0 ， 

(» ， 0)€con supp a, grad e 0(a ： ,0) — 0}. (9.2.7) 

当然， WF{A-) 也就是 / 的广义函数核 /£,,(*, y) 的波前集 . 

以上 con supp k 是《的锥支集，即包含 0} 
的最小闭锥形集 . 如果 con supp o = flXR K , 则 （ 9.2.7 ) 右方是 
— 个重要的集 {(x,grad,<P), 0 g* 0, grad 8 i> = 0 }. 为了讨论它 
我们需要设 3>O ， 0) 是作存 ff ， 即 

d 2 0 抑 . 

~dd\ ddidx, * 90 , 5*7 \ 

tank ••• … \— N , (9.2.8) 

d 1 ^ f 

\ ddi dd^dxi'"de N dx,' 

这里的矩阵是 w X U + W) 矩阵 . 在 gradw-o 时， -=0, 

d&iOxi 

所以 （9.2.S) 成为 d et (—■) ^ 0. 因此可以由隐函数存在定理 
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得知 c # — {(*,0);0 # 0, grade ® — 0} 是一^ » 维 子流形，而 
上一章 S3 证明了，这时 ^jC^K^.grad ,®)} 是一 个内浸，它 
的象（仍记为4 — {(*， grad , 少 ）,0 # 0, grad e 4>—0}) 是 T * Q \0 
的锥形 Lagrange 子流形.这是刻划 FIO 的一个本质的概念.与 

此相对照，我们不说《 S 5?., 中的《即 FIO^ 的阶数，其原因在下 

• * 


面就会 看到， 

2« Fourier 


积分分布与相金 #. 如果在 IM 中作 一个变 


换 et-^0-5(*, S '), e 对&是一次正齐性的，且 


pxa 

★ 0. 这是-个保持纤维的变换’而 /—) 变成 


/#(aw) — |j e^-^a^XtS^Cx^dxdd. 
a(.x,6) — a(ar,e(*, 6)) 1^—1. 

•as 1 

这时相函数和象征都改变了，但 /»(<!«) 与/*(2»)仍是同一个 
分布.所以这时我们说<»与$是等价的.现在要考虑等价的充 
分必要条件.粗略地说 ，这就 是、 —心. 因此锥形 Lagrange 子 
流形烏而不是相函数4•才是 FIO 的真正内在的东西. 

如果存在一个保纤维的微分同胚 U,0)h^(*，SU，eo)， 使 

则因为 ，所以 <P 9 =o<^<P«- 

ad 

o(|i> 非异即 C •〜 c a ， 而烏 ={U，d>,) ; (P fl =o}=j(*,«,+ 

步 《 昏 ); — o| = {Car.d,); 3>(i = 0} — d*. 在这样的微分冏 

胚个数下 0 的维数;V 与3的维数苻自然相同，而且 与必 h 的 
符号数（即正负特征值个数之差 ) 在0»与(^的相应点附近自然 
也相同I 

现在要考虑相反的 过程， 首先我们注意到0与6维数不一定 
根同，因而可以找到具有相同♦的相函数但0的维数 不同. 这里 
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有一个有用的结果： 

引理 9. Z 1 设 < pix , d ) 是 uA ) e 0 X B ^ O 的某一锥邻域 
中的非退化相函数且— 0. _记& — ( p *(»。， 久），从 
而则 

N — rank 史 ㈣ （ xg ， 0 o ) — * — ranfcrf*i (: r 0 ，U (9.2.9) 

这里 ，幻是 V ： T * Q ^ Q 在 A 上的限制. 

证. -♦■/!» 是一个映射， a a — noA „ 从而切映射 

dx K — dxodA ^ 而式右是 dim ker rfjr 4 . 记公 X R*\0 中的切向 
量为 U*， 劝），则的切向量应适合 
q > a,Sx + q > geS9 — 0. 

是单射，而 ker </»={(0, 8|)}，所以 dim ker d « t = A \ ia { Sd % 
qyeeSS **' }• «" N — rankp 卵 . 证毕. 

从这个结果一方面可以看到 rf*i 在 u,o— 定是奇异的，因 
为由 Euler 恒等式 <P 99 • S — 0, 从而 rank <pee<N, 而且可以 
看到 N — « — ranktfjr/jf。，？。） + rank 州 所以 0 的锥数 
N > « - rank 所以0变量的分数减少有一定的限 

度. 

现玄来看怎样减少中 <9变置的个数而不影响心.令 
r — wnlupseC ^ o , 0 S ), 记 fl =(0’，5’’)=(® i ，..■• ^ w -,； &->•+■，•-*， 
0 W ) 不妨设矩阵 9 W * 是可逆的，附带提到呎尹0,否则由 Euler 
恒等式0 — < p M • 应有扣 ■ 0，从而 0,-0 而这 

是不可能的.于是，把隐函数定理用于狗〃0，0)_0可以解出 
『一 K * A ') 且9；'= K * o .^ o ), g 对矿是一次正齐性函数.引 
人新的变置而将 < pO ,0) 写为申 (*/). 
和 "一 0即 ^< 9 ', 9 ")- 0 , 其唯一解是 5" - K *， 屮）亦即 
6 " — 0. 这时 * 0, ips ' e ” _ 0.记 

旁(*，少，0) — ( p ^ Xfd % K *，0’)）一 < K *，0 ’X (9.2.10) 

我们要 K 明办也是非退化相函数，而且4-尖于 UA ) - U , 
qM > n A )) 附近 • 

认 x , e ，） 对矿是一次正齐性函数是明显的.它对 （*, 扩）当 
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时没有临界点.这是因为 

+ <Pe l '(x，9'，g(x，d.y)gXx，9’')， 

0 e ，(*，0’）一 9 s ，(*»®’，#(*，®’）） 

+ <p e "ix,9', K* ， 0’ ））办，（ * ， 5 ’ ） 

但 f - K ；!： 〆 '） 是 ^,<9-)-0 之解，故由上式 

~ <P»(at, d\ g), <fier(x, d') — qt B '(^x t d', g), 

(9.2. U ) 

由于自然地有 rp$"(.x t 9',g) — 0, 故由 grad^.s')^ — 0 可得 
grad < ir , 9 xpCx ,0) — 0, 

而这与 < P 是相函数相矛盾. 

最后证明 m 是非退化的，亦即求证 
/S.B' \ 

rank ( ) — N — r 9 dimd f ■ N — r • (9.2.12) 

但 由中为 非退化，且在押〃 ■* 0上 < p g9 " _ 0，押一 0故由 

rank O~ w 

可得，在 U •冰，町）处 

(q>t ❶， <p 囂 6" \ 

rank { 0 0 ] — N f 


\ 中多 "〆 <pe f, 9 n / 

因为 rank 种 "〆 ，(^>， 6 q ) — r, 所以 ranjc 中 ,〆 々 ，％，(?;'） ■ 



以在其附近，特别在如，0处 rank^v — W — r ， 而 (9.2.12) 
得证. 

最后考虑办所决定的锥形 Lagrange 子流形： 

A * — {(x f 也），知 — 0} — {{x 9 < p t )» — A * 

在，心）附近成立，这里我们 应用了 - 0令今 w 0以及 


(9.2.11). 

在减少 0 维数后 / T ( a *)- //*»),. 6与《的关系以后再讨 

论. 

同样19的维数也可以任意增加.令是 ijC 使上的正定 
二次型(实际上只要假设它是非退化即可).现在作新的函数 

■* <p(*,0) + 0(”〉/|0|. (9.2.13) 

这时 在必中 出现了很髙的奇性于|0|=0时.但这并不影响 FIO . 
因为 FIO 和 PsDO 可以定义到 mod —个正则化算子.例如作 
—个切断函数 Z (0) 6 C „-( R N ) 使得在0=0附近 ZC 0)_1. 
于是 

/*(«#) -= jj — ZC0)]oC*»y»3)«Cy)(/j'</0 

+ || V, Q')ti(,y')dydd — /i + l u 

易见 h 是正则化算子，而有 /»(<»«) - / i . 但 h 的振幅函数 
[1 _ X {6) Mx , y ， 在0 - 0附近恒为0,所以即令相函数形 
如 （9.2.13) 也没有关系. 

现在我们要证明 (9-2.13) 确为相函数而且在 0) 附近 
A v - A *. 事实上我们有 

— <p.> =■ >!>e~ <ps + (^^ - ) » 

这里是0的矩 阵： eu ) = <^. u > 而 d 是非奇异 fe . 若有某点 
(* 0 A ，》 i 0 ) 便 </>,=办，=也 一 0，由少， -= 0立即有 1} = 0，代 
人如之式即知在 Ud , &) 处 y , — W 0 而与* P 是相函数矛 

盾. 

少对 (. e , v ) 的齐性是显然的，所以步是相函数. 

对于 0， Cj , — ||), grad (®,„0 — 0} 中必有 7 — 0. 

现在来证明 必之非 退化性.在上我 们有： 0 (e ,„ 的微分所成 
的矩阵是 

/ <f>,e 4 •明 /<p,s <he 0 \ 

^ 0 A!\e\r 

因为之秩为 JV , A /\ d \ 之秩为故以上矩阵有最 
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大秩况 + f 而 和 ( M ) 线性无关，故办非退化. ’‘ 

最后在上考虑 A *. 注意到 C * 即是 （*,” 
^ 以及 5 J = 0,所以 

A * ~ {(x,d t q>), C,,ij=0}=-{(*,</ lt qa),(* > ^) 6 C,}—• 

心. 

当然按这种方式增加 0 的维数后， 

/,(«*) "" || r ^ ,,8> a (* , 0)« (*) dxdd 

- jjj (j aU^uWdxdddn 

= jjj tf ilW 初咖 1 J - 

j 厂⑼ - wi …和 • a ( x ,e) - c | efM ， ( 0). 

这时振幅函数 6 e x h k+ *>. 

最后对任意的相函 数的与 奶，通过减少或增加 <9 的维数我 
们可以设 Ni — 况 而且 sgn qju^ sgn 奶她 . 现在来证明基本 
的定理. 

定理 9.2>2设 ^,(*.19,), <p 2 (x, 9 2 )是两个非退化相函数， 
dimS, — dirnSj — N , 而且 (* o ,0 lD ), (* 0 ,<9, 0 )对应于 与、 
上之同一点（6,0,若在该点附近与重合，且 
sgatpu . e , ™ 

则的与奶必在 U ， 心） UA ) 附近等价， 

这里 Sgn^ - A 之正、负特征值个数之差，亦即 W 之符号 

数. 

证.这个定理的证明比较长，我们把它分成几个部分.第一 
部分是证明两个在附近二阶相等的非退化相函数必等价.具 
体地说，即证明 

引理9上3设屮和0均是定义在 C , ? (* 0 , 6 t )€QX R'O 
的某个锥邻域中的非退化相函数，而且 sgn ves = S gn^ fl( ,. 则当 
•P — 伞在 c v 邻域中二阶为0时，*与0必在(* 0 ,0 4 )的某个锥 



邻域中等价 . 

证. 首先我们要注意，在 C , 上 ， p - 十 C = o 、 w 如（=0)， 
V , — 1^，所以在 (* bj ^ b ) 附近 — C *, A , "= Aj ., 所谓 tp —4> 
在 C p 邻域中二阶为0,即指存在一个元素.为 C " 函数的对称矩 
阵 r ( x ,0) - ( r ,.,) 使 


l/l mm (p + X - < ry tf ,« Pfl ). (9.2.14) 

记 C _ C *, 则通过计算易见在(:上 

_■ (pveO ■+• ygo w ), 

或写为 

由非退化性假设矩阵与 C 16 ) 之秩为 N ， 故其映 R w 之象 

是 K w . 因此 （/ + r 卿）映舻之象亦必须为 R N ，即 （/ + 
r — 可逆.现在我们来作出引理 9.2.3 所需要的微分同胚合"" 
0( x , d ), 它应该对 e 是一次正齐性的.设 

0 « © + TKgrad s tp , (9.2.15) 

O if ) 是 w 阶方阵而其元叫0,«9)是 UA ) 附近的 C " 
函数，且对沒为一次正齐性，妒待定使*在变换 
(9.2.15) 后，由 Taylor 展开式有 


< p (* ，否)— 9(*，+ 2 ( 氧 一&) 菩 

/-I w / 

/V 

+ 2] (flj — — B~), 

i«^*i 


C < p u — ■#>*<). 


由 (9.2.15) 



<p(*, «) —<p(*, 0) = 2] ( 矽 “ + S ^ 

i,*-i x ' <30j at^ 

所以要想达到我们的要求,注意到 (9.2.14) 只需令 

N 

»/* + 2 w ii ' c Pi ' k ' u , H , — 4- r U (9 2.16) 

2 

即可，现在我们从 （9.2.16) 求一个方阵解妒.事实上，若记 
i<PiO - (9.2.16) 可以写成矩阵形式 

W + WVW — i-r. (9.2.16’) 

当 r ~ 0时，它显然有解_ 0,而 且在研 _ 0处左方的微分 
是/_所以可以用隐函数定理求出吞寧兮个巧的唯一解 
»" Ot ，0， y ) 使 ^(*,(9,0) = 0,这个解也^必•是•充•分小的，因 
此由它作出的变换 (9.2.15) 是微分同胚. 

现在讨论这个微分同胚是否保纤维.首先，易见 （9.2. H ) 中 
的 Y 对0是一次正齐性的，而 (< p , t ) 由 P 的 Taylor 展式的余项 
积分形式表示，可见对0 为一 1次正齐性的.故由隐函数的唯一性 
知 (9.2.10 所决定的犯对0自然是一次正齐性. 

余下的问题是如何放弃 T 之元充分小的限制.引理中的条件 
sgn < p ee -= sgn ^ 也还没有用到，其实这个条件正好可以用到取消 
关于 r 的限制.把这一点放到后面，我们暂时宣布引理证毕. 

现在来处理关于 V 的限制，我们的方法是标准的同伦方法.令 
SW 是 N 阶对称方阵空间.如果可以找到一条连续曲线 r , : 
[0，1 ]— S 使 r (0)_0, r ( l)-r (即 （9.2.14) 中的 r ). 而且 
J + 在（*,0。）可逆，则相应于 r , 可以作出一族 

</», — <p + Y^ r iVe,<pe). 

于是在(:上又有 

(:卞⑺ (…，“ 

前面我们是瑪过 T 和4的非退化性，通过双方映 R w 之象的维数 
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之讨论得到 0 + r V ee ) 可逆.现在则反过来，仍通过维数的讨 
论，由(/ + r ! tpm ) 可逆得知 V ,是非退化相函数. 

现在建立<? ，与 1 P 的等 价性.这归结为求解 （9.2.16') 但右方 
改为 r ,. 若对某 一个〜 有解叹从而得知与等价,则对相 
应于》。的？ >, s 可证它与的等价性.容易看到， 由隐函 数存在 
定理对充分接近于6的*， （9.2.160 仍可解从而的 也与 1 P 等 
价.又若有一串使得对 r ,, (9.2.16') 可解， 则 这些解 
必有 极限％ 是 （9.2.16*) 中取 r - Y ,。 时的解.当 I - 0 时, 
r „- 0, (9.2.16') 当然有解妒一0_因此 

T - {»€ [0, 1], (9.2.1 IT ) 有解 } 

是 [ G , 1] 的非空的既开又闭子集.由 [ o , i ] 的连通性知 r _ 
[0, 1]，所以 f 一 1时 h - r 使 （9.2.160 有解.这样 可证 1 p 与 
P 等价. 

因此全部问题归结于是否可以作出这样一条曲线 r , sg 叩 - 
㈣ 在这起了作用.我们有 

引理9.2_4 设/是 W 阶实对称矩阵， K =»{ Bes ( AO ; 
det (/ +以） 尹0},当且仅当 A + ABiA , ij - 1,2) 有相同符 
号数时， B , 与 屯 在 B 的同一连通分支中， 

证 .令 贝 lj ImA - Nt , 这由 以及 

dim lm A — codim ker A 立即可知 ， J 在况 0 上的限制是 

恒等元，因此它是同构的当且仅当 A + ABA 限制在 JVf 上为 
一同构.令 P 为妒到 Wi 的正交投影算子.所以 
APBPA , 这 是因为 / M - d ， 而 XU - P ) - 0. 取 [0，1] 
并作 B , - (1 - OB + tPBP , 容易算出 J + AB t A~AU + 
B t A)^A + ABA — tABA + tAPBPA - A + ABA , 这就是说 
j + WBZ 和 j + 在上同为同构或同非同构.因此 
/ + flZ 和/ + 同为同构或同非同构.但是 { B ,} 显然是 

—曲线连接 B 与 而 这一曲线位于 K 的一个连通分支内.因 
此，若要将 及 中的札与连接 起来，只潘 要先把 和 
PB 1 P 用一 条曲线 M,(ZR 连接起来.这里要求 M , N 9 - 0, 
• §44 ♦ 



因此我们祀问题从一般的 札和 S : 化成从到 
的情况，而限制在上3显然是同构. 

现在要用到代数中一个已知的事实.在4阶非奇异实对称矩 
阵空间中，符号数相同的矩阵 r , 和 A 必可用该空间中一条曲线 
连接起来.现在 sgnU + ABMi ^ 1,2) 相同，所以可以用 
—条位于沿中的曲线 { Q ,} 连接起来.但 B h -> v < + 当 
/为非异对称矩阵时是一对一的，因此 B , 与氏也可用曲线 
{ A ~ l Q , A ^~ l } 连接起来.引理证毕. 

V ,在把引理用于我们的情况.令艮_0, Bi - r , A ^ q > ea , 
则前已证明 

/ + 0, -=],! + rcpgg 可逆 
A + AB；A — q>ee> ； ™ 1 ； -= <l>ee, 丨 _ 2 ， 

具有相同的符号数，因此有曲线 r [0 ，n — fi 连接0与 r . 至此， 
引理 9.2.3 的证明完成. 

定理 9.2.2 证明的完成， 现在？ >;(>_ I , 2) 作以下的变换 

(*，0) - 奶 9 )(因为定理 9.2.2 中0,与 0, 的维数相同，故 

记为 0) .由隐函数定理以及列的非退化性,可以在 

附近解出 U ，？， y ) 卜■>■%(*， f , y ) 为局 

部微分同胚，这里(* 0 , 0 f . o ) 对应于、上的 （〜,&), 而且可以 

认为 0 f (* d ， y ) 对 S 是一次正齐性的.再作变换 

Q X R w \0-*C X R*\0, 

' 9 (9.2.17) 

I—>(*,0), Q — d t {x, «p u , 9>ie) 

+ ^9> iel ^ l /| Swl . 

R w 是待定的矩阵.由之 定义： 

? — ip2r(jr^i(*»l»y))» y — fptaix, $(* ， § ， y)). 

令產 — <pi* ，y — <pw 即得 

<Pu = <pu(.x,dt(.x, qi lxt <jD,e)>, 

现在令少 — S ), 在上， 



— <Pis(.x 9 d 2 (x 9 <p la9 fp l6 ')') 


do 

dd 


<PlH 


盖 


0, 


所以撖分同胚 （9.2.17) 是的在 (*„ 0„)附近的微分 
同胚.不仅如此 

</>« — ?>2x + ifieix, S') = fu. 


所以屮 一灼在 上二阶为 0. 

由必的作法知 < P , 与步等价，由引理 9.2.3 知必与奶等价， 
所以奶与奶等价.现在余下的问题是证明 (9.2.17) 是微分同 

胚. 


在（*»心）处,我们有 

-rr — ^itfPuit + 0j ， <pw» + Aipiee (q»«»(*«， 〜）= 0) 

Du 

■= ^ uq>ue + (Ajr + A )< p iee . (9.2.18) 

令 B _0„ 十适当选取 3 可使 B 是任意线性映射.我们要求 
(9. 2 .18)在对0的切空间(记其中对0的切向量为 
t «0) 上为单射.如果有一个 〃 — 0能使 

cpmt > — 0, d H ift ug » — 0, (9.2.19) 

它就不可能是单射.反之，如果这样的〃不存在，则必有一个线性 
映时 C ： R W — R w 使得当 < p iae - 0时 C 为0而且(：+0 2 冲 11(? 为 
单射.取 kenpu 在 R N 中的任一补空间片，而且使得在 W 上 
B < p m - C t 现在只需证明（9. 2 . 1 S ») 只有0解即可. 

注意到 (9.2.19) 的第一个方程说明〃是 C w 的切向量.第二 
个方程说明〃在映射!-+(*，&) (* 固定)的切映射下之象 
为0,但后者作为微分同胚 C Ti (:«:，</> 11 ，0)与微 

分同胚 Uj ， O ) H >(*,0,， O ) 的复合，其核自然为0, 即' 一0. 
定理至此完全得诳. 

3•振幅 函轚的 讨论.以上我们讨论了 FIO 中相函数可能的 
变化.但对相函数变化时振幅函数的变化，特別是主象征应如何 
定义都没有 提到. 关于主象征我们将在 FIO 的整体理论中详细 



W 沦，现在只对振幅函数的变化作一些初步讨论. 

讨论 Fourier 积分分布与讨论其分布核 

f e ^^ aix^dd (9.2.20) 

是一致的.积分号前出现了因子 （2* r w /2 -0 不是偶然的，而是 
使它与过去熟习的 PsDO 理论相协调.振幅函数 a ( x , &■) 我们 
恒为方便计假设是在 S _( r ) 中.这里 rca X R ' o 驗一个锥 
形集(见第四章 52). 

FiO 与 PsDO —样，只定义到相差一个正则化算子，也就是 
说,一个形如 （9.2.1) 的 FIO (注意 （9.2.2 G ) 即是其分布核，不过 
我们将 Cx , y ) 合并写成了 *) 实际上应理解为 一4 等价类 
( modL —"). 它的振幅函数也应理解为一个 modS -- Cr ) 的等价 
类■和 PsDO 一样，若 oU , 6) 对0具有紧支集，则 K a ^ € 
c - ta ), 而相应的 fio 相差一个正则化算子.这个基本的事实 
以下经常会遇到. 

现在考虑相函数的变化下振幅函数如何改变.上一节指出， 
如果有一个保持纤维的变换 

(*,0) (* s e(* s 0)>, 

则 /,(«»*) 将变为 

jj Six^uMdxde. (9.2.21) 

这里 v (. x , d ')~ q >(. x Ax ,8')^-< p { x , e ' ) 是与 g >(*， e ) 等 价的， 
而 

心， i>)- a (*，cO i ^- U ,0). 

[ D 6 1 

由上册第四章定理 4. 2 .4( P .1 D 1). 知这里 f 是 
r 在上述保纤维变化下的象.这时，极幅函数的变化 是很简 单的. 
但是相函数还可以通过其它方式变化(不一定是等价的)而其雜形 
Lagrange 子流形仍不变，而这样的变化下捩幅函数的变化规 
则将是不相同的.其程序如下. 

前一段曾经讲到，我们可以把相函数的0之维数减少，使得若 



原来的 0- ie ',6") - ( 0 ,- - . , e s _ r ； e K . r+i ，- • • , e w ), 则 at 变为 
N ~ r , 而相函数 yOJ ) 变为 < Kx ， e '). 由引理 9.2.1 应有 
N — rank < pee (. x ,,6 t ') — » — rank 
( A / — r ) — rank 必 9 ^，(*。，$) — « — rank 

因为 r — rankqueeUuA ), 所以变换以后的相函数必适合 

= 0 . 

由到 m 是经过一个保纤维变换 

e -( d ', e ") ^ , e " - gu , e ')) - e 

而来，而且 

< K * W ) — < p (. x , 〆 * 〆 )）= o \ o ). 

所以 Fourier 积分分布 // a «) 变成了 (9.2.21), 

上述步骤中，是将相函数变得适合 »；) - 0. 现在进 
一步把变为另一个非退化相函数，使之具有9的符号数. 
为此作二次型 0(^) 使它为非退化的，且有9的符号数. 但上一 
段已指出，这时只要作 (9-2.13) 即可，即令新的相函数为 

e ) - 孕(*， e '， o ) + + 0(0，，）/#1. 

但是 /,*(««) 的振幅函数将按不同方式 变化： 

/,»(«*) - jj e ^.^ f '^ x ^ u^dxdd 

_ (〜）-…- •” ⑴ u * 广 

• u(jc)dxdff 

= (2 5 r)- fl,,/! -* ,, jj e'^-^^bix^uWdxde' (9.2 22) 
tT — N — r, 

aix , B -) de " 

_ (2«叫 
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”一矿 71 紙 

用稳定位相公式(上册第四章 H 定理 4.4.3) 可以得到 6(*,0') 
当|0'|无限增长时的渐近公式： 

bix,8')^ \8' l^XJetQy^exp^- sgaQ'jaix^d',0) 

+ 0( l )| fl , |" ,+ T - 1 . (9.2.23) 

总结以上的作法可知，在第一步振幅函数的阶"*并未变化，而 
在第二步变成了 m + f , 0之维数则由 W 变为 W _ r . 但不论 
如何 

m + j-Cd 维数） 一 m + y '+ j - ( O ' 维数). 

这些情况告诉我们， FIO 的主象征应该以一种抽象的、内蕴 
的方式来定义.附带说一下 ，一个 FIO 的阶数(而不是振幅函数 
的阶数)至今还未定义. 

4. FIO 的运算 . 对于 FIO , 也和 P®DO 的情况一样，有一 
种运算方法.具体说，可以定义其转置算子、伴算子以及两个 FIO 
的复合(在一定条件下)，现在我们在局部情况下讨论这些问题. 
设 q 5( iT ， y ，0) 是算子相函数，而 FIO 是 

也 （*) = jjtf— ，，， e )«(» ， y ， 0)«Cy)rfy ^， (9.2.24) 

相应于它的分布核是 

K A ^,y) = 5 ^^ B) aCx,y,d)dd. 

*€5, ,y€5 Jt 8 6 R^XO. 

本来它可以完全归结于前面的讨论，而且实际上前面的讨论就是 
由它而来，只不过将 (*, y ) 合记为 *. 但现在恢复到(*， y ) 这样 
的记法.相应于 V (*， y /) 的维形 Lagrange 子流形将是特别重要 
的一类.这个 Lagrange 子流形 A 9 = {(*, y ; rf . y , d ,^), < p 9 «= 
o } cr *( fl , xfl 2 ) x ' r *^). 但是在: 

上可以给另一个辛构造 Sdx - r , dy 而不是原来的 f 心 r + My •由 
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第八章 H T 义 8.4_3, 7"*(岛 X fij ) 关于 — 》jrfy 的 Lagrange 
子流形祢大■^典则关系.如果这个 Lagrange 子流形是锥形的， 
则称之为，赛亨.上面已证明了 （9 . 2 . 24 )的相函数 q>Cx, 
y ，0) 和一个抱形 Lagrange 子流形 A r — {(.x,y\d,<p,d y <p),<p e = 
0} 相对应，今定义 K — {(*, y ； d t q>, —dj(p), q> B — 0} (一 般地 
我们定义一个运算 U , y ; l * i )'- C «， y ; f ，一 >!))，易见 戽是一 
个锥形典则关系.所以我们说 FIO (9.2.24) 是与锥形典则关系 


相联系的 Fourier 积分分布. 

典贝@系的讨论与典则变换有密切的关系.若 

对纤维坐标是一次正齐性的，则说/的图象 
是典则关系与 f % idx ) - n dy 即 f 为锥形典则变换是等价的.而 
一个典则变换在一定条件下又必有生成函数，这时将 
给出相应于 (9.2.24) 的锥形典则变换的生成函数. 

现在回到 （ 9.2.24 ) .设 (/OOe^U ,)， 我 

们按下式来定义转置算子 M : 

{Au,v) — <a, 'Av}, 

但左方可写为 


■— j u(.y)dy jj e i '^ m '*^ , a{ k x,y,d')vix)dxdd 


— {u, M*/>. 

所以，若在之式中将*与>对换即有形式转置 


•Ap(jc) - jj e^^aiyyx^p^dydd, (9.2.25) 


就是说^仍是一个 FIO, 其相函数为 <piy,x,9) (仍为算子相 
函数 ）， 振福函数 《( y ，*， 0 ) 与 oOc ， y ， 0 ) 同属 S ~( r ) (如果 
« fls " cn ), 而分布核为 


■ j e'^^aiy, x, d)dd. 
完全类似地,可以用 




{ Au , v )= { k , A * v ), «^€逆（4)， 

来定义伴算子.于是我们有形式伴算子 

Av ( je ) — || txfi ' ivi . y ^ dydd ^ 

所以相函数是振幅函数为分布核是 
— {} o (. y > x ,8) dydd , 

利用 M 与之定义知具有算子相函数的 HO 恒可拓展为 
—算子冷 — 您乂仏），4 (及， ）：— 

FIO 的复合则复杂得多.在讨论 PsDO 4与4的复合 
时，我们需要假设其中至少一个是适当的，其定义见上册第五章 
定义 5.1.3( p .253). 这个定义也适用于 FIO (9.2.24)，而且很 
容易看到，若其振幅函数适合以下 条件： 投影映射 *.:(*, 
»，= c ,: U , y ) l ~> y 在 suppflOr ， y ,0) 上的限制(视0为参数)均为 
适当映射(这时也称 oU ， y ，0) 为适当的），则<4是适当的.因此 
下文中 X , 或 《(*， y ， e ) 为适当这些说法时常混用，而 

FIO /的分布核 K A ix , y ~) 也时常就记作 

算子的复合与相应分布核的波前集有密切关系.第四章 S 5 
中讲到算子 A 逆 （ o ,) — 逆'(仏），5:逆 0?,) — 逆乂化）的复 
合时给出了以下的条件，设 d ， S 的分葙核 K A ix , y ), K a h ,^ 
都是适当的，则当 


WF'^K^OWF^Kb) - 0 C9.2.26) 

时可以定义 AoB ： 逆 ( i ,) — 谬 ( fl ,)， 其相应的波前集 
WF(.K Joa )dWF\K A )oWF\K B )\JOVF,i^A') 

X supp 0 (£?,))U(8Upp c fl, X WF,(,K b )) 

(定理 4.5.17). 这个定理已经从原则上解决了两个 FIO 的复合 
问题.余下 的是： AoB 是否仍为 F10? 

定理 9AS 设 1,2) 为适当的 FIO 
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(.A 2 v)iy) -= Jj ,v fS^p^dxdd^ 


(9.2.27) 


这里 x(,Q x ,y€O f , 其维数各为 n,;5j€R w «, 

均为非退化算子相函数，«/ e s~f , 而且适合以下 

条件： 

(O ;) 与 a - 7^( 仏 ） x di ag (r*(o 7 )) x 

(9.2.28) 


在其交点上横截， 

则可定义 A t oA t , 您 — 孑 ( A ) 仍为一个 FIO , 其位相 


<p(.x,y, 0) 是 X fl, X R N \0 (N - W, + ^ + «,) 中的非退 
化位相函数，振幅函数« e S-. + -.-*y(fl r X fl, X R "), 且 


/i；- ^,0^. (9.2.29) 

证.这个定理中提到的一些记号与概念将在证明中加以解 
释.我们首先注意复合的可能性.为此只諸验证 （9.2.26) 成立. 
注意到 

WF ' y { K A ^ - {(y.Jj)； 3ar€ fl* 使 （*，y; 0，一»0 € WFiK^}. 
因为 — 0} 而扔是算子 

相函数，从而奶，与 《p 10 不同时为 0. 这样中不含形 
如 （r，y; 0, 0之点，而 0. 同理 WF y iK At ) = 

0. 因此 （9.2.26) 成立并给出一个 算子： 您 Cfl,) — 逆' (flj. 
今证 AioA , 仍为 FIO. 容易看到，对于 «(*,*) € X Qj )» 

有 

X a ^ y 9 z 9 6{) u {, xyZ ^ dxdydzddxdd ^ (9.2.30) 

它的分布核是 

KO - j / 中 ■ 叫 + 价 ，⑷ Vky A) 

X a % iy 9 z ^ dyddidd ^ (9.2.31) 
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这里 (9.2.30) 理解为振荡积分. 

(9-2.31) 中的 * =仍+奶将给出相函数，而以 y， 内，&为 
s 变量.但相函数应为3变置的一次正齐性函数.而现在¥对 y 没 
有齐性.所以我们引人新变量 y~ K19J 1 + 

并视？ —（Vi + 9，）（*， y ，*， 沒 1 A ) = (?>1 十 ？5 j )(*， *;?，^1»0 2 ) 
- <P,(*,y/le|,0 l ) + Mf/ISI ，*，氏〕.这样，它成了齐性函数. 
但它是否相函数？记7 = (?AA), 则 

<P* ― 9i*» V* = <Pu ， 9>e. "" 9i»,* <Pe, - <Pw,t 

<Pi "■ (9iS* + q»2») "■ (屮 + Vj »)/I^|. 

所以 Vx = <p, =- ™ 0 意味着 Vi* _ Vie, 0， Vi* = q»2S, =0 , 

这与 W 为算子相函数相矛盾，就是说平是相函数， 

为证明V的非退化性,需要用到条件 (9.2.28). 4^(i=l,2) 是 
锥形典则关系，例如 ^,=-{C*»y；^*?>i» —</,<Pi)}，diag(T*(G,))= 
{(y,y;m),(y,u)er*(%)}， 所以弋><今与 A=r*ca,)x 
diag<r*(i3 y » X diagT*(G,) 交于 ,— d ,< p x y , d } < p ly z , 
一心 <Pi)， Vie , = 0, ( p i6i — 0, 心仍}.所谓两个微分流 

形 M, 与4^在其一个交点 P e 处横截，即八螞与 TpM , 

横截相交，而线性空间 K 的两个子空间札与&横截(记作 A 帀 
及1)即指 dim/Ji+dim/JfdimCA+iZi) (如果其左方 < dim/?). 
以及 + 即 dimR — dim/?, + dim/?i — Sj) 

(如果 dimi?, + dim R t > dim S ). 现在 < 的切向鼋是 （5*， 
Sy , — <pO «). 这里 w — (. dx , Sy , 56) 适合 

(心 ,*Pi)« _ 0; 的切向量是 

这里 t>— (, 8 y , dz , 8 di ') 适合 d (. d 8 i fp 3 )v ― 0, 因此 X 的 
切空 IKI 港数是 C»r + «0 + (», + «.) = «, + 2 n } + A 的 
切空间维数是2», + + »,， 7-(/1；, X A'^nTA- 

8g, «/(</,?),)*», —</(«/,?),)«♦ —did.tp^v') u — («*, 

^ ViSdi ), v = { dy , 8 z , Sd 2 ), </C^s,q»i)« — 0, ti (, dd 1 ip 2 ) t ' — 0, 
rf(rfr<9>. + y 2 ))«y-0 >. 它对 O*, 5y， 知，吨，紙）（维数为 
”》十〜+ »•十 M + W 2 ) 加上 了限制 + 9>a)) * 
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(fi*,5y,5*,50 l ,50j)=O. 因此其维数即 dimker </(</(,〆, ,〜(9i+ 
vi)). 于是令及产 toi ； x ,i； a ), i? 产 ta , j?=r(r*fi r X T*Q r X 
T*Q, X T*Q,) t 所以横截性就是 

dim r«, X O + dimTA — dim ker d(.d < j,g i ,^(,<p l + q»,)) 
= dimT(.T*£} x XT*£} t X T*Q y X T*Q.), 

或 

dim ker </(</(，•〜〜（％+ qs 2 )) — («, + 2»， + »«) 

+ (2», + 2n y + 2«,) 一 (2n, + An, + 2»,) 

= «* + *». 

所以 

rank + <Pi)) — codim ker 〆!/<，•《,,«•>(% + •pi)') 

— («, + », + »,+ jVj + NO 一 («» + »,) 

一 ”，+ N^ + Ni 

即纤维坐标的维数，这就是说?>, + «?,是非退化相函数， 

我们在这里也就顺便得出了结论（9.2.«).因为 

K = _d.<p); 9tf, ** — o, 

(ps, = 9>28, = 0 ♦ <Piy + ~= °}» 

利用 d r(Pi - <t, Vl 即知一定有 y 存在使 

€ >^， i.y ,z,d 1 <p 1 ,—d t (pi) ^ A^ t 

即是 A； _ 这里我们用到了两个集. 

5 = ^ x y, r — y x z 

的复合的 定义： 

S°T- {(*,*), 3y€Y, (»,y) € S, (y, it) « T}. 

余下最困难是证明 A^A 1 的振幅函数现在 
我们形式地有 

A^A t ti(x) — | e il ^ + ^aS,x,y t d l ')a 1 iy9Z,d 2 ')uis')dzdyde i dd„ 

(9.2.32) 

但是显然不厲 于某个 S 类中.这首先是因为例如将〜(*， 
>，&)对 e, 求导时只会增加一个因子 (1 + le.ir * 而不是 
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Ci+ \dA + \e ： \y\ 其次纤维变 fi 的零截口现在是 ？一 & = 

«,-0, m 例如 y = e ,= o , 6 ,^ 0 不在的纤维的零截口 
中，但是在〜纤维的零截口中.由相函数的性质，这些问题不难 
解决.首先，因为都是算子相函数，故 
^ 0, d ( ,, e t ) < p } 5 * 0, 

但对氏是一次正齐性的，故当|氏|充分小时也充分 
小•所以+ 9l ) # 0. 不过这里关于|0,|的界要依赖于 
ie , i . 因此可以在叫 -( iai 1 十 i ^ r >= - 1上找到一个 8 >o 
使得当 10, 1 < e |^ 时 b , e , > (< p 1 + 仏）乒0,而当 I 拓 | <610,1 
时 rf <».0,}(9 >i + < Pi ) 0. 作两个截断函数 

fl , |0,| < f 10,1, 

嗔， W-j 2 

[0，|0 2 1 >6|0,|, 

|1， 冰1 < -10*1. 

Ue it e t ~) - \ 2 

lo , |0,| >8|0,|. 

用它们把分布核 K AiOAi (9.2.30 切成 三块： 

尺<02,(*， *) =丨 e ^^' X ^ atdydd^dt 

+ \ e^^Xa^dyde^ 

+ | I —X x — X 2 )a,a J dyd8 l d9 t 

— I , + lj + I 3 . 

在 I ■中因为 l&l < yie . l , 所以心 + 更加有 

+ < Pi ) ^ o . 

因此用定义振荡积分的方法知 I - 1,(*,*) € C -. 同理 I , € C ' 
余下考虑 L 引用 

y • y(i^il l + - y|0|» 


而记 
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V(* ，2， UA) _ q»,(*,y/| 0 | A') + 中 :( ？ /| 0 |»* ， 内 ）, 
A (*，》， U ，90 =■ (1 — — X i ) aiai \9\~ , y , 

则 

I.-j e '^ 0 ^bix,z A ,y ^dQ.dydd,. 

因为在 Su pp 6 上 HAI < c, e >0, 容易证明 

6€ SWy . 因此 A ^ A X 的形式表示 （9.2.32) 中 mod 一个正 
则化算子是 FIO . 定理证毕， 

注 1. 以上的定理其实在為与次中有一个是适当时即可证 

明. 

注 2> 如果，和 A ； 是两个锥形典则变换 
4> l： -> PCA ) 和如: — r * o ?,) 

的图象，则因 

K = K ,° K , — {(*,«；!, O . 3( y ， i ))€： T *( fl ，） 

(* ， y;l •— 》 l) € A^ ， (y,8 ； »I»—O € A^ t }, 

所以 /!； ■是锥 形典则变换 

的图象.所以 FIO 的复合和典则变换的复合是相应的. 

注3_ FIO 為 的振幅函数 a ； 6 5-, , 但我们不能说4是叫 
阶的 FIO . 因为算子的阶显然应该 适合： 的 阶数一 本的 

阶数+不的阶数,而现在芩。次的振椹函数属于 S -.+-.-- y . ^ 
以我们应该这样来定义 FIO 的阶： 

ord^! —=»!, + 丄 — 丄 («, + «,), 

\ : (9.2.33) 

ordA 2 — m , + y AT , — ，+ «•)• 


这样，因为 

ordd, 。為 _ (m, + r/h — « y ) + (y, + Nj + «,) 

~ + ».) ― (f>h + imj) + -i- (W, + N^) 
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—士 (〜十2»， + 〜〉• 

自然有 

ordC/li。*^) _ ord^j + ord^ 

上一段讲振帽函数在变换下时有 

m + 亨 _ (« + f ) + + (W - 

由于在那里的变换下底空间 维数” 并没有改变，所以 (0 

之维数） 一丄 （底空间的维数 ）- ord /< 也没有改变 • 这样看来， 
4 

otdA 的定义 （9.2.33) 是合理的， 

S •—些特殊情 ft . 朽0的复合是一个 很重要 的公式，而在应 

用中有一些很常见的情况，结果可以更明确.首先是 no 与 
PsDO 的复合.设有一个 FIO 

— jj e mt - y - Bi f(.x,ytd'iuiy'idydd (9.2.34) 

以及一个 PsDO 

Av^ - (2*)- jj (9.2.35) 

现在要讨论与 

先考虑 F 与 ^( PsDO 是 FIO 的特例)的 Lagrange 子 流形. 


其一是 

次- 

- {( x , y , d x < l >, — d y 4>'), < P « = 0>, 

其二是 

A'a - 

■ {( y »*. I » 1). y — a , § 9^ 0>. 

所以 

/IX 

— {(. x , z , d t < P , f ), 3( y ,» j ), 



因此 


ij _ I ■ 一 d，<lt ， y _ 霹， 

从而 







AfoAj — {(x ， y.’d t 4 > ，一 d ， l p )， (/« e — 0} — A',. 

所以直接可以看到的相函数仍是而不必经过定理 
9 . 2 . 5 来计算了. 

现在我们直接来计算 JF. 通过“积分号下求微商”（由振荡 
积分的性质知道这是合法的)有 

AoFuCx ) - ( 2 *r- jj y， 0 ))«(y) 办游. 

由上册定理 5 . 2 . 1 ( 见其中的 （ 5.2 2 ) 式，不过多了一个参数 y) ,可知 
y, 6)) - y, 9\ 

这里 Kx , y , d ) 有以下的渐近展开式 

- S-T-, 

«,* cep 

R{x,z,y,d) — ■/«(*,y,<9) — <Kx ， y ， d 、 

— (^*{x,y,d),g — x), 

而且 K*,y»e) e s"- + ' 因此 

A^FuM - (2*)-，jj ， • 叫 (*,y ， 0)«Cy)rfyrf0. (9.2.36) 

对于 PsDO, 因为 A 1 =* », = n, = i, 所以 

ord A ^ m a n - 1- (” + »)■ »• 

2 4 

对于 F, 则只有 


ord F • mf 


N 


(»* + »，）• 


现在 


ord A°F (w • + ntf) 


N 


(>• + «，） 


— ord A + ordF, 

再计算 FoA . 因为 _ 乂 M 。'？） ， M 与 7 均仍为 
PsDo 与 no, 其相函数及振幅函数分别为 

心一 山 5) ， 4>{y f x f d) f Ky t x f d) f 


ua • 



所以可知之相函数为必而振幅函数为 

**(.y,x,d) - 2 »*»«))» 

. It ： « i^i 

• z>f/(y ,* ,6)eiM n (f*.,.g}\ t ^ r 
R *{ x , g , y , d ) — < Ky ,*,0) — 必 （ y ,*，0) 

一〈必 •( ，， * ， 0 )，： 一 》>， 

从而 F ° A 的相函数仍为 认 X , y , d ) 而振幅函数是 ft*0,y,l3). 

用同样的方法可以考虑 gix , DyF 0 h { x , D ), 这里 g { x , D) 
和 k { x , D ) 是两个 PsDO , 其象征分别为 K *, f ) 和 K *,?), 而 
有 

定理 9上6 g {. x , Z >) cF » K *, D ) 仍是一个 FIO , 其相函数 
是 4 >(. x , y , 9 ) 而振幅函数有以下的渐近式 

tt . fi.r «1^1 ^1 

•(.y,—<P,(x,y,9)) • D'Ky,z,d')«>^-*'y-8)\ m . (9.2.37) 
其次考虑 FIO ^ 和它的伴算子的复合.这里设2的相函 
数是非退化算子相函数 vO,y ,0), 则的相函 数是一 ■?(>,*, 
e ). 若记 w 为 P 对第 i 个变鼉 U 或 y) 的偏微商，则不难看到 
A ,* — {(*， y ; ——< pi ( y ，*/)); ?>« Cy »*. fl )= o }. 
我们 把屮 中的变置与相函数变量 S ■别开来，弁记争为^7,5, 
句，则 

/I® = {(y. 5; 0,, <pi)i ih = 0}. 

为了讨论与 j 复合的可能性，应考査 TMl* X A3 与 TCA) 
是否横截 ，这里 △ 是对角线集 T-CfiJXdiagm^,) x 
很容易看到 ru > X Ai) 中的切向量是 

{8x ,dy ,dy t Rz ,—q> n 8x — (p„*y — VisSB, 

<p u Sx 4 - ipuBy 4 - <f t e8d, ^> u 6y + q>n,dz + ^96 f 
—争 ti 6 ? _ — Vi » S 0), 

其中 

ipieSx + ipteSy + ipafSe — 0 , 
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q > t 9 dx + + q > 9 ^Sd ™ 0 f 

T(A) 中的切向量则为 

注意 » 定理 9.2.5 中关于横截性的说明可知，如果圮+ R 2 _ R, 
則当然有私与&的横截性.现在 r 是 r (r*(^ x ) x r* (仏) 
X r* (七）X T *{ Q m )), 要想 TU > x Ai) + T(A) _ J 2, 只 
需霣对 r*(£,) X T *{ Q t ) 中的任意向量 
dy + 咨 iy ■ «, 

+ s t y — b ¥ 

fp X7 Sx + g^u 办 y + q>ie^S 十 ， 

^>uSy + ^j a 5i + ^i$d6 + =■ d t 

(p i$ 8x + (pi$Sy + (pas8d ■ 0, 

^i4dy + 矛《 # 办 5 + q>0sd$ ™ 0 

有解 Ox dy 86 8 y di 8 d 8 t y 6 ^) 即可.它的系数矩阵是 


/° 

1 

0 

0 

卜 

0 

0 

1 


<Pu 

(p\0 

0 

0 

0 

0 



fPte 

<p»a 

0 

\0 

0 

0 

9l$ 


0 0 1 0 \ 

0 0 1 0 ' 

0 0 0 1 

q > tf > 0 1 

0 0 0 0 , 

^：9 ^$e 0 0/ 


(9.2.38) 


第 二行乘一 I加到第 一行， 第 四行乘一 1加到第三行即知其秩与 

fpto ( fi $ <fee 0 0 0 、 

010-1 0 0 (5 写成幻 

(fn (pn q > i $ —孕 u —< pi2 一帝 a 

0 0 0 孕 Id q> t d 4>e$' 


相同，因为 P 是非退化的，故只需 


Vl 6 9 时、 


\^ i 2 ffn 
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达到最大秩， （9.2.38) 也就达到最大秩,从而上述方程组有解.伹 
这就是 

det VM <^0, (9.2.39) 

<Pu 9is 

我们来讨论它的几何意义.这里我们有 
引理 9.2.7 设 pOdW ) 是非退化相函数，尖在其任何一 
点附近与 T * Q t 局部微分同胚的充要条件是： （1) 〜 = » r . (2) 


9 " 9 ) 在该点满秩. 

证.专兮培.若（1)， （2) 成立，则 （*， y ,0) 卜 
为满秩，故'在_ _ 0上之限制也满秩•即 T *{ Q X -) 为局部 
橄分同胚.但 A v ^ c v 是局部微分同胚 ，故冬 — rnso 也是. 
兮 琴等. dim 矣一知 + »，， dimT*(^) = 2»,, 由二者微 


分同胚即得 （1) .又 — 为微分同胚，故可以用 
- {(*,〜)} 作为 G 上的局部坐标，因此 

(*, y ,0) V —»(*, < p r , < p ») 


是一个坐标变换，所以 

fd ( x ， ip x ，( pe )\ 


det 




c 

^< P 9 , < Pbo j 

以上得到了 与 d 可以复合的条件 •进 一步还可证明 


是一个 PsDO . 为此只辯注意到 

A ^* oA v — {(*, ar ； — q? 2 (y 9 x f d) f — y 2 (y ♦* •沒 ))， 
— (pd(.yfZ 9 o) — o, 

q>i(yfX 9 d) — <pi(y，《，^)}. 


在 det J ¥= o 的条件下，方程组，屮， （ y ， 

I , 0)_ 6 是 （a O 空间到 U , 6) 空间的微分同胚.故若取 
0 — qteiy ^ fd ), 6 rp ，（ y ，》 j )， 知 

,*， 沒） ■ 9> Xy ，怎，否)， p ，( y ，*，®) ’ ， * •沒） 

有 唯一解，即 *= *，6 — 6，所以 
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AX — {(*,*;?, f )>» 

伹右方是相应于 PsDO 的锥形典则关系.所以 A*oA 是一个 
PbDO . 总结以上结果即有 

定理 9. Z 8 若2是一个适当 FIO , 其相函数是非退化的算 
子相函数,而且冬 是微 分同胚，则和 j 。/* 都 
是 PsDO . 

fl.FIO 在中的连续性. 在上册中我们已经指出（第 五章 

S 5), 利用拟橄分算子 

々《(*)_ ( 2 *)-' J «*<*•«>( 1 + 41”，(⑽ 

可以将《 e 化为 /1*« e LS 因此下面我们可以限于考虑 C 上 
的连续性.这时可以利用上面证明了的为 PsDO 这一性 
质.关于 PsDO 的 P 有界性在上册中有定理 5.5.3. 我们先把 
这个结果简化一下，而有 

弓 I 理 9.2*9 若是 fi, 中的适当的 PsDO, 则 对任一 
紧集 KmQ , 必有常数 C K >0存在，使得对任一 《€ C D XK ) 
M*!l < c Jt ||«L 

从而 A ： L ] ee -* Ll e 是有界算子. 

证.令 

场)- (2 W )-- 卜 U , f )5 C ⑽. 

由于 /是适 当的，故对 KGO ,, 必有紧集 K ^ Q „ 使得对 
C 0 » u ) 有 supp/^CA 作 Z (*)€ Co -( U ,) 且在 &上 ; c ■ 1.于 
是 

Auix'i - (2«)-- j 歸 

因为 “对* 有紧支集，视 S 为参数，知 色对 Jt 的 Founer 变换是 
急减的，即 对一切 況存在 C w > 0使 

|卜0〕 心办心 ■叫 < c w d + uir \ 

所以对 《6 CfU ), *< ecrU 山用 PUncherel 定理有 
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< |(2*r-j| 

< c K |jj 办 ) a (f)(i + Uiim— 
<c w |jj^U)Ci + I 卜 ”1)， 沐卜 

-|jjKoo+ u-ui 2 r N ^| i 

< c \\ u \\ y \\, 

从而定理得证. 

定理 9.2J 0 设/ 是零阶适当的 fio ,而 且冬— 

是局部微分同胚，则 ^：LUfiO-£-Ufi r ) 是有界的. 

证. 由定理 9-2.8, A * oA 仍为一个零阶 PsDO. 除了相差一 
个正则 化算子(它当然是的有界算子）外， 
不妨认为 A * oA 也是适当的，因此由引理 9.2-9 即知 
|1(?。/4)«他 < CiUallL',,：), 

从![1谢《 € C?(K) 有 

由 ca/O 在 L \ K -) 中的稠密性定理得证. 

推论 9.2.11 若 d 为阶适当的 FIO, 且是 
微分同胚 ，则木^ Hf.cCfi.) 为有界. 

§ 3. Lagrange-Grassmann 流形 

1* 基本性质， S2 中提出的理论作为§1中那些例子的回答是 
的，主要在于它不是一个整体的理论.为了应用它于偏微分 
@子理论的各种具体问题就必需整体化.为此就盅更多的辛几何 
的 B 识,这就是本节的目的. 

以下我们恒设辛空间 P 为 
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( R u , w ), «(», y ) — (柳一仙)》 

这里 * — (* j , -£ i » -• • , y — ( y ,*• • • » y .; j ? i » -• • » > j .) 

是在某一辛基底下的表示.所以》是标准辛形式. 

定义9.3_1 2»维辛空间7的一切 Lagrange 子空间之 集称为 

Lagrange-Grassmann 流形，记作 

当然我们应证明它确实是一个流形.回忆到， L « ay 定理 
(定理 8.2.28) 指出任意1_6 4(«)均可表为 UR _, 这里 £/€(；(«) 
是酉矩阵.但这个定理井不意味着可将 U { n ) 的流形构造转人 
Ai «), 因为它所给出的对应 U (») — AO ) 并非一对一的.我们 
有 

走理912 (Arnold [2]) /!(«) St £/(«)/0( n ). 

证.由 Leray 每个 U € I 7(») 均对应于一 Z . eA («). 

若 reooo , 则 °)€ t ；(») (注意 （8.2.8) 式），用 R •表示 
\ 0 r / 

c ■中形如之向 M 之集有 rif - RS 从而 UR -- UTR -, 
反之，若有 U , U ^ t /(») 使 t / R -- 则记 

(：'：)(：)-(；：)-* 

即对一切 * € R ， ， A * - 0，亦即6 _ 0. 所以 r _ U ~ l U , € 0(»), 

从而定理得证. 

由此可见 Kn ) 与商群 rr («)/0(») 之元 一一 对应，而 t /, 
u , € U («) 在同一等价类中当且仅当 （ A - ur , re £>(»). 作其 
复 转置： u \ u , = ( ury ( UT ) - ut ' T'u - vu , 记此复矩阵为 
W (, L ), 可见每一个等价类均对应于同一个 WiL ). 当然，它是 
复对称 U 矩阵.今证每个复对称 U 矩阵必可写为 Pt / 之肜式.实 
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际上， U , € t/(«) 可用 G 矩眸化为对角形 

jr -* 

(这里用复记法），令 jr— 1 ， 则£；,_〆.令 

A-B + iC , B , C 是《阶实矩阵，则叼一〆一〆—气由 
A • 町一/ 有 2* = 0亦即 B + = 0， C -^-0. 

若 A 又是复对称的，即 B -' B f C -' C , 当有3-"0,而£7,- 
e 气这就是复对称 U 矩阵的一般表示法，口是》阶实对称矩阵.令 

u- f P ， 有 y ■ *[/ 而 A _ £/U _ 17*17. 于是有 一一 •对应 
{ V ' V , U ^ ^(«)} - U. TM (”） -{ U € £；(»), U - *U}. 

所以-1(») = y, T01 n,(*). — 

但是是 ^ C») 的闭子流形，由条件 U = ff M ,Re^=0 

决定，其维 数为+ »(» + 1), 而且是一个解析子流形.通过上 

述对应可将 U, Tinn (») 的拓扑转移到4(«)中去，而 Amold 定理 
中的 S 成一个微分同胚.又因 £/(») 本身为紧，故有 

定理 H3 d («) 是+ »(»+ I) 维实解析紧流形. 

d(») 的连通性还不清楚.不过 LSAOO 由 W ( L ) 6 U„ a M 
决定，若 det 胪 = #-••*» ，则 det^, = det(«'^)= 1. 即是说 
之元可写为 0,< p ), ^ su tia M , 因此我们考虑 

A{n) - SU, im M XR 1 , (9.3.1) 

而有一个自然的映射 AC »)-^/ iC «), ( S , y ) h + H /( I 0, 它是一 
个局部的同胚.现在用600 _ W («) X R 1 作用到 A 00 上如 
下：对 （ t /,< p ) e &(< p ) 定义 

(j,e)| (t，>y i iUS ' U , 6 + 2 9 ), (9.3.2) 

并考虑 （/,0)€ J(«) 的轨道.因为任一个 u, TM (») 之元均可 
表为 e ^ u - u , £/€SU(«), 这 个轨道盖满了 A(«). 由 （9.3.2) 知 
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0 , 8 ) 的“平 衡子” （mbilizer) 为 KhO)}, U € 阳 (”） 且 
U ' u ~ i 即 uesooo, 因此有微分同胚 

/ {(») ^ 0(»)/SO(«). (9.3.3) 

行(《) 是连逋与单连通的， SO ( n ) 也一样，所以 A («) 也是连通 
及单连通的，又因 0, S ) h - v « ie 是局部微分同 
胚，所以私》)是的万有覆盖，其纤维为 ( J ，0+2^ O , 々€Z, 
所以我们有 

定理 9.3.4 A(«) 是连通的， AU) 是它的万有覆盖,而其基 
本群是 Hi(AC»)) ^ Z. 

以上我们已使每一个 L € A(») 与一个 IFCL) € 

相对应，从而可以用 WCL ) 作为 A(«) 的局部坐标. 但下: K 的 
局部坐标更适合我们的应用.任取 Me *!(»),/(«) 表示 AU) 
与 M 横截的 L (即适合 LDAf = {0}) 之集.我们要以 A \ M ) 
为一个坐标邻域，并作一坐标映射为此，王取 
N ^ AW , 可以作直和分解 R 2 * = M®W. 将它应 用到/ ■上椏： 
Zi_2»/ + z w ， 6 L, z u ^M, z N € N, 

这个分解是唯一的，因此定义了一个投影算子 

Pfcw: L—*M, zi! ~> z u , (9J.4) 

再用^上的基本辛形式《可得 L 上的双线性形式 

玲 w(*，0 — —w(Pfew*，*’）， Var,*" € L. (9.3.5) 

由定义 （9.3.4) 不难看到 

Pks - P^l, Pku^l-Phn. ( 9 . 3 . 6 ) 

因为》决定了一个同构 = ^ K*(=R 2 ，）， 故由 （9.3.5)， 

(9.3.6) 又有 

fiui / = — OPtu , fiuN — — (因 toCz . z ') — 0，z，z’ e L). 

记 L 上的对称双线性形为今证 
定理 9.3>S 令 L , M , N € A { h '), LSyl°(M), 则 
是 AM) 到 B „ m M 的单全射，且 

证.先证祜 N 为对称.设 z , z '^ L 在直和分解 
下有 s — *j ，+ g N , 因 JV€ A(rt)， 有 



0 — «(*»,*«) — w(* — Pmw*>* — Pun* 1 ) 

— — io (_ e , Pli N x ") — «( P “ a , 〆 ） 

— ?. U (*，*’） 一/?“(>’，*). 

今证任 一 # e 8.,„„(!■) 必对应一个况€ Y ( M ) 使 ttbir . 
实际上 ,? C *, y ), x , y 6 L 是双线性泛函，而《建立了 Z ■与 Af 的对 
应,所以必有算子 T:L — M 使 fi (. x , y ) - u > iTx , y -). 考虑算子 
/+ T : L ^ W % 它是单射,因为若 *€ L 使 （/ + r )*-> 0,必有 

- - 从而 *€ LOM = {0}. 但有限维空间的单射必 

为同构，记 (/ + r ) L , 有 dhnAT _«. iV 又是迷向的，因为 
w ((/ + 7>,(/ + r ) 〆 ） 

— eo(* ， 7V) + «(Tf ,*') 

——?(*’，*) + 〆 （*， 〆 ）— 0， 


>»维迷向子空间必为 Lagrange 子空间，故况€ 4(»). 

进一步证明 N € A B CM ). 若不然 WflM 尹 {0}, 而有公共 
元 因 A € N , 故有 使 4-(/ + T)*， 因 S € M , 

故有〆 ei 使 TV , 总之 7 V=(J + r) z ，或 ^ - Tix ' - 
O . 但左方属于右方属于 A/， 因此 * € Lfl M =- {0} 而金= 
(/ +7),-0. 这就是矛盾.从而 N € A \ M ) 即 JVflW = {0}, 
而可以作* € I■的直和分解 ： 

e — C/ + T 1 )* + (― Tz) — zy + z M , 

所以一 ： T - PUd - 砘 N •证毕 • 

余下的是要证明弗《可作为 A ° W 的局部坐标，即与前面 
引入的屈部坐标示(?0 € U , ia M 互为 C " 函数.为此记 H 1 •到 
JV 的正交投影为 f N , 以下是几个引理. 

引理 9.3.S R 1 " —iV 的正交投影是 

尸》 — 十 （J + W*(A/)c), c：C"—^C", rl ― ► 5. 

证. 记是实对称矩阵且 
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b l h • ab — ia ((8.2.11)), 



n 


(/ + 2W{,N)c + (W{N)cY) 


1 f / o i\ /a l + b 2 ci 一办 <i、l 

)1 

- X : J 卜， 

故是正交投影 . 再证 im/V ~ N 设 

N - U - R % U - Q _:)£(/(”)， 

从而 <y*a + ^ -• 1, 作 ••• #a ， 由 W(.N) 的定义， 

U l U 



从而 o _ a^a — 〆 , b ^ fi f a + 任取 》_ (欠) € R* •，有 


PhZ 


/s + ax + 

、y + 各：一 ay)’ 


伹 

x ^ ax ^ by ^ (a r a •+• ^)x + (^a'a ― 

+ (^a + <*^)y ■ 2a x ax + 2<x f ^y 
* 2ft( l <ix + ’ 沒 y〉_ 2nx^ 

y -b bx 一 ay *• (a*a + 卢 ’ 夕 ） y + ( 夕’《 + o^/?)jr 
一 ( a ^ — ^)y ~ 2^8 y 4 - l^cut 
—• 2/?( ax + ^ y ) =■ 2 含 x 、、 


所以〜 0(; 



eVR m — N 9 90 ImPfiCZN, 
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为了完成 ImP K - N 的 ffi 明只需证明在 iV 上的限制为 f 即 

可.这是很容易证明的，因为 W 中之元必可写为 Q '), H -, 

所以只 需在上 面计算时令 * - ) 经过计算（利用 

V * i 1 

(8.2.11) 第二式的括号中之式) 即得： 

引理 9 A 7 M , 互相横截当且仅当一 i > w 可 

逆. 

证. Pm ~ Ps 的可逆性即其单射性，亦即 ker ( P M — i > w ) = 

0. 

ker ( P M — P w ) — {*, ■，若 s € M fl W ， 则 

P u s — s , P s z = s , 从而这时 ker (〜一尸 w ) — A / HW . 

故当 kerC ^- f w )_ 0 时，由 *e MHA ? 有 0,即 

反之若 ■，而 z e ker ( P M — P w ), 有尸 m * 1 = 

P N z , 但左方 6 M , 右方 €2 V , 故 Pw =0, 而 s € A / 1 , 同理 
*€ 况丄.从而 z _ CW + iV)i — (R J -y - {O }. 证 

毕. 

今设 Mf \ N -{0} 于是 P u ~ P N 可逆而且有直和分解 
K 1 - - M @ N . 关于由 R 2 ■到 M 的投影算子有 

引理 9.3.8 P yii - P U (. P U - P H r l U - Pn '}. (9.3.7) 

证， 任意有直和分解 + : 而 

尸 〆 尸 《 — 心) _1 (/一〜 > 

— PmC^m — PnTX! — 

- P u iPM ~ P^YKI - Py + Pm - Pn > 

— PyX — X. 


证毕， 

因此 Ph N — ^ wnIl ； fi»N — —GPbn — ~ SPlts\Lt 由计 
算过程知成 N 之元是 妒 ( N ) 的元的 c ~ 函数.现在再计算它的 
叵函数*为此取 N , e /1(») 与 w 充分接近以至尸《。与尸 W 充分 
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接近，而尸《。与 Plf —尸 》。 在 L 上均可逆，再注意在 L 上 
可逆.事实上，若 * € L 使 （/ — /*«)*= 0必有 S ： ■= P u z € M 
即 e 6 LHA / = {0}. 由此 

p u (. p u ~ p N )-'(/- p „) + p u , 

( n w - 〜 ）（/ — PmT 1 - p «( p m - p N y l 
- iPM ~ P Na + Pn „ XPu ~ p Nu + p N ,~ w 
-(P« — P^KP U - P N X'it + 

<p u - 〜。 ) _l r'+ p N SPu-p^r'u 

+ (\- p «) (〜- po ^ t 1 . 

因为 —尸》 充分小，所以 c ■= { P No - ~)( P « — PsX 1 
也充分小 I 而将上式中的逆用 Neumann 级数展开,上式右方可以 
继续写为 （/ + A )0 + cy i , A - - p N x i . 取乂使 

/+ j 非奇异，则由上式可解出 C 为淖 《 之元的 C " 函数.从而 
p w 之元亦然.再由引理 9.3.6 知 tK ( N ) 之元是之元的 C - 
函数.总之池 w 是 A a ( M ) 的一个局部坐标. 

至此，我们已作出 A («) 的一个区图 #( M ). 现在进一步作 
一个图册.注意到横截性是一个通有 ( generic ) 性质，即任一 
在 A (») 中一切充分接近的元均在 A "( M ) 中，而任 
—元 L e A (») 即令本身不在 A »( M ) 中其任一邻域中也都可找 
到/(财）之元.这就是说 A °( M ) 是 A (») 的稠密开集.还可看 
到 ， U A °( M ) - A («). 每一个 A S ( M ) 中均可引入一个局部 

坐标与 U ., m M 微分同胚，所以不同的 M 所作出的区图 A \ M ) 

中的局部坐标(即成 at ) 彼此相容，这样，我们得到了 A («) 的一 

个图册.但实际上，用不着“这么多 A °( M )”， 在 CR 1 % 中选 

定一个辛基底 ftfii '*-)*,/，《 fC ：{ l ，2，，--，》} 使 

/LM— {1，2，“‘，》}， /ru =*0， 于是张成一个 

Lagrange 子空间，记作 M ,, 我们有 Arnold 的著名结果 

走理 9.3.9 A(«) - [J AXM，X 
/ 

证•令 M = { f t , .•.，〜}•任取 L € A (»)， 若 LflM » 



{0}， 则 A °( M ,)(/ - {1,2, ...，《}). 若 dimtHM *"*， 则 

L-M, 而 L € 余下的只需考虑 0<^-dimLn 

M <» 的情况.但 LflM 既是 M 的子空间，必有 M 的* 一次 
维子空间 {f；}, / — 使 

m = an «)©{«,>. 

今证 L 6 yl °( M ,). 

因为 LflMCL - L % { fJCM ,- Mf , 所以 

at - m ■ u n m )©{ o }<= l , 十 m ? - (l n M , y . 
双方取 辛补有因此 

liim ,- ( Lnwj)nM - ( z . nM > n ( M / nA /> 

— (LDA/)n{f/} — {0}. 

故 L e 而定理证毕 • 

2. K ® ller - MasIov-Arnold 循环.以上我们详细 讨论了 
^( M ) CAU ). 如果我们定义 

/1*(A/) = {i € A(»), dimZ, H M —• 々}， 

则有 

A(») — A°(M)U /1*(A/) U •. • U 

现在讨论 AKM ), 々>0,若 W € A *( M ), 因为 M 与 W 并不横 
截而没有直和分解，当然就不能定义 P “及 的, N , 因而不能直 
接同前面的方法讨论 d ( ( M ) 的构造.然.而由于横截性为 gene ¬ 
ric , 必有 A ? € 使得对某个 £/€ ，有 L' ， M € yl °(2 V ) ， 

从而有意义. 

引理 9.3.10 当 L ‘与 W 均在 A °( A 0 中时， LT \ M 即 L ' 在 
下的正交补， 

证. n ；： 为单全射当且仅当 lTin ={ o }, 这是 

由于若 Hl ' € V 在直和分解 R 1 * — MQN 下有 S t - — * M + 

若 — 0，贝 lj 〜 € Z / flN . 故 Z / flA / — {0} 与 为 
单射等价，但相同有限维空间之间的单射即单全射.故由 W 的取 
法： 有 Ph^V - w - M % 

L ' f\M = {«}*€ L ', w {. Pii ' s x , z ) — 0， V * e L ’} 
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— {*;« € — 0, V *€ Z /}. 

再敢另一个我们有 

5 P 19-3.11 n w ： ker (^ # - Pb s ) — I/O M 是单全射. 

证.若 MkeKPh - 扑„),则 Pi, N T~ Pt， N z. 伹式左 
在 M 中，式右在 L ' 中，所以 P & w « eL ' nM . 它很显然是单射，因 
若 PJivO ， a € ker ( Pfe „— p i's), 必有 — 0 . 按直和 
分解 R '’ 一 M ® N , 将2写为 * ■ + * # 有 * — sr w € W ， 

从而 z e L flN — {0}. 

n N 也是全射.因为若 y € i / HM ， 而由直和分解 R 1 - - 
t ® JV 有 y - + y w ，即 y t = y — y N , 但这恰好是 k 按 L ' 
和况的 IT 和分解.所以 y _ 而上式也是 y 按 W 和 iV 的 

直和分解.以）■-作于是 

Pi^yi, - 0, y t € ker(P^ - 
它是 y 在下的原象. 

由于 ^ w - - on », 所以为了讨论 i / n a / 只要讨论 
的 N_fit'K 即可： ter ( P £# - Pt ^) es ker (砟 w — /?£-»). 

引理 9.3.12 L'&AKM'} 当且仅当 L 对尹=对„—对 《 w 之正 
交补的维数为 是. 

证 . L 对？的正交补€ L ， 〆 *，*) — 0, V *€ L } — {«; 
it e L，<aCPW — 打 , w)*，*> ■ 0V*€ L} — kerCPfcw — 打 ，《). 
故 dim(/S 在 L 中之正交补 ） =dim ker ( Pi #_< Pi ' w ) — dim ( Z / f ) 
MX 以上我们用到了 /? 之对称性，证毕， 

至此可以讨论 AKM ) 的构造了.为此取 LiAKM'J , 并取 
W 6/ l (») 便 L,M€A\N).m A\N) 为开，故 L 附近一切 l/e 
A °( A /), 从而 fy.n、 成 . h 均有意义，而由引理 9.3.10, LHA / - L 
在的 H 的正交补，故其维数为彳，在 L 中选一 基底是0 .-*+1， - • • ， 

为 LRM 的基底，并计算在此基底下的矩阵 
。 为〃 一 A 阶对称矩阵， rf 为4阶对称矩阵 • 若记 L 中之向纛为 
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(欠 j，dim x — n — k . 9 dimy — 则上述正交补 一 LOM 
{(®)}. 但由正交补的定义 

所以易得从而淖 w - G :)， 叫 是非奇异的*一 

々阶矩阵.再计算1/与 L 充分接近时杜 < w 的矩阵.但 

而后者确为 C 在 A \ N ) 中的局部坐标.因为 L 在此局 
部坐标下坐标为 0 , 故当1/充分接近 I •时 



a,b，d 均充分小.于是得到 

咏0. 

它在 I •中的核维数为 L 令 

(y ) e ker (邱》 — 对 , W )» 

有 

(o, — a)x by = 0, 'bx + </y — 0. 

因为 A 非奇异而 fl 充分小 ，故 （％ — <0 可逆.由第一式解出 * 
代入后式有 

[</ + 火“。一 «) _1 i]y = 0 , Vy e R*, 

所以 

d —• *t(« — (9.3.8) 

前已指出 fibs 可由 «, b ， d 表示，现在看到 任一点 L € A *( M ) 
附近的一切 L ' 在某个区图 A °( N ) 中的局部 坐标尤 ... 沾合 (9.3.8). 

这是+ 々(彳 + 1) 个方程.故有 
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龙理 9 . S ,1 S 是 A00 的余维数+ 々u+l) 的解 fi 

子流形.它在 #•« 坐标下的定义方程是 （9.3.S). 

以下我们需要 AHM) 在 L 点的切空间.为了写出它来只需 
将 A*CM) 在I■附近的定义方程 （9.3.8) 中的独立变置(这里是 a 
和匕注意I•的坐标是 0) 看作一阶小量，然后略去髙阶小量即得. 

由（ 9 .3. 8 )可见 rf 是二阶小*,所以切空间是^), a ~' a\ t 
亦即 S ,,„(/«) 中在上为0 之元. 

至此可将 A(»0 的构造概括 如下： 任取 

Mi Ain), /1(»> - U A*(M). 

***0 

它是辛空间 (R 1 -^) 的 f »(» + 1) 维紧的解析子 流形； A"(M> 

是其稠密开子集，是 A(«) 的余维数+ AU + 1) 的代 
数子流形.特别是 vl'CM) 是超曲面，它是 A( rt )Vl°(M ) 的正规 
部分. AW )~ U A *( M ). 因此对 / T(M) 可以连接一个余维 

i>l 

数为3的解析簇 U AKMX 可以证明 f(M) 是连通的,而且因 

它在 AOOV^M) 中的余集之维 SSdim/lMlM：) — 2 , 所以我 
们可以把它看成 A(») 中的余维数为1的循环，记作 

定 ; 义 9.3.14 称为 Keller-Maslov-Arnold 循环. 

fiy 是可定向的.在其正规郎分的一点可以定 

义其两侧.我们巳经指出， /(AO 在 Z ■处的切空间为 

a 为》_1阶对称矩阵它就是中的超平面 tf_o, 
其上的元即在 !• riM 上为0的双线性彤式.■/ = 0把 
分成两部分 ，一 部分在 L DM 上取正值,即有 d > K 这一部分称 
为在 i 点的正侧;另一部分在 inM 上取负值，即有 rf<#» 
这一部分称为负侧， 



例.令 》=* 1，则辛空间 （ K % M ) 的 Lagrange 子空间即为 

过原点的直线.它们的参数方程是 

x = t cos y - , y =* ;sin —, (9.3.9) 

r € ff , 0 < e < 2sr . 


@此 a ⑴…己 ㈣ 为 m , 贝 m 靡 . 上的 I ■点，而 
AKM ) = M . 



投影时得到 一 ,而 图 5 


i ? t * w [(0, y ),(0, y )] ——炸 i f [(0， y )， （0, y )] — w ^ Pfc ^ CO , y ), 

( o , y ))= — fctgf . 因此第一象限是 AKM ) 的负侧，第二象 
限是其正侧， 

S. Keller-Maslov-Arnold 指数.上面已在辛空间 

中相应于 M € A (») 定义了 Keller - Maslov-Arnold 循环户 货 .现 
在我们在 ( R 1 '^) 中作一闭曲线(环） r , 并旦讨论 r 与; ^相交 
的情况， 

定义 9. S .1 S 若 r 与只相交在正规部分 AKM ) 的有阳 
多个点处，而在每个交点 I •处都是横截的，即有 

T L r®T l ft u •- 

则称 r 与为正规相交， 
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设正规相交点为 i ， 则对 L 附近的 L ' 可以由前所述，按 
B , Tm »( L ) 在 LAM 上符号的变化 来规定在1 附近的两 
侧.若 r 由的负侧走向正侧，则称乏为正相交，规定其相交 
数为1;反之则称为负相交，相交数规 定为一 1. 

定义 9.3.16 r 与的相交数(记为 r • 定义为正相 

交次数 P 与负相交次数？ 之差： 

7 • ft M = p 一 q (9.3.10) 

称为 7 的 Keller - Maslov - Arnold 指数;简称为 Maslov 指数. 

7 同伦不变量.实际上若有同伦 r ,，0< f < l ， 则 

因当 1作微小变化时， r , • t， u 对 J 连续 t 但它 又仅取整数值，所 
以它是不变的.这就是说只依赖于 r 的同怆类.不仅如 
此 ， r _ 还与 M 无关，事实上，辛群 S P C », R ) 是 (道 路)连 
通的，所以对任童 jes P (»， R ), 必可找到 Sp (», R ) 中的道路 
水0,0< 1 <1，使 ^( o ) - I, d (0 = /. 今另给仏€>100, 
必可找到一个辛同胚 46 SpC », R ) 使 AM - M x . ^' l ( r ) 自然 
也是 S P (», R ) 中的道路，而 A-KOr 是 r 到的同伦，从而 
7 • — (^ _1 r ) • fi u . 但辛同胚 AiA { n ) -*■ ■/!(») 是 A (») 的 

微分同胚，它当然使 r • 不变，所以 r • ftu^ Ar • /*«««， 将 
此式应用于 （ j _1 7") • w t •料 上有 

T • ftu°= ^( y 4~' r ) • ft AU ■=■ r * f*u,> (9-3.11) 

比外，由基本群的运算知 [ r ] r _ 是 — Z 的 
同态，记为 A *. 不仅于此，我们还有 

定理 9.3 J 7 是一同构. 

证， 因为由定理 9 . 3 . 4 已知 «：, uc »)] fi ^ z , 我们只要找到 
一个环 y <> 使 /* Cr ,) = 1即可.为此我们要利用上面讲到的例. 
不失一般性取 M » R'X R --', 而取 T 为上例中的曲线： 

r ： [0,2*] - ► R 1 e (-^-( rcos |-, t sin 


于是得 Ain ) 中的环 



r, : ^cos Y ， i sin "IteR *, $€ [0,2ir). 

由上面的例知，只有在 s = * 时， r D 与 M 相交，而且是由负侧到 
正侧，所以 r D _ PM -i . 证毕. 

由此可知， Maslov 指数也可以定义为 

定义 9.3.16’ Maslov 指数即同构 P ：*,[/!(»)] ^ Z. 

以上我们用同伦的基本群来定义 Maslov 指数，也可以用上 
同调群来定义 Maslov 指数.见 Arnold ⑴. 

现在我们要给 Maslov 指数一个显示表示并与前诎讲过的 
联系起来.为此先要定义一个复矩阵 Z (即 C ■灼鈐庄变换） 
的对数 log^. 设3的特征值均不在非正实轴上，我们纪出 
走义 9.3.18 定义 bgj 为以下积分 

iosA- O^iT 1 j c (logOCU- (9.3.12) 

(:是图 6 中的路径 I* 

将 C 用 Cauchy 定理变形为图6的II,刚也可定义 tog d 为 
!og^= (° HU - - (C/ - /)-»]«/?. (9.3.12*) 

i -• 

* :乂之特征值 





I 0 

图6 

这里被积式多了一项 （f/ — /r_ _ r l i, 所以可认为它是 log j 
的另一枝. 

引理 9.3.19 

(9.3.13) 


A ~ ezp(log A ), 


• 477 • 




log/i" 1 — — log A , (9.3.14) 

dpty4 == exp(Tr log A ). (9.3.15) 

钲，必要时经过 X 的元的小扰动，可以 认为/ 只有简单特征 
值，从而X与一对角阵 相似： 


P~ l 




P. 


于是 （9.3.12) 成为 

log A — P ~' • (2a-j)"' j log^| 




dl • 


由矩阵的指数与 = ^ 之定义，以上诸式是自明的.再 

取极限即知它们对一般 d 也^立. 

现在取 A ^ n ) 的两个元 《=( r ，9) 与 u -( J \ d ') AT , 
r ’ e ^/, TM ) 便 e -» T~ e ^r 可逆，从而 一 w - At ■广 1 不以 
_1 为特 征值， 但 vr - 1 菇酉 矩阵. 故它没有非正特征 
值，所以我们可以定义 

»(«,«)=■ — y.) + .TrlogC-e^^rr- 1 )]. 


(9.3.16) 

经计算知 Trlog - log det (―〆 (卜 9 々广乃 ■ 

(2々+1)*. 从而 即是说 


m (“， w ) € Z (若》为偁)；€十+ Z (若》为奇) • 


今证 八 

引理 9.3J 0 在作用下之值不变. 

证. S^»,R) 在 ^Cn) 上的作用是迁移的.这个作用可以 
提升为 Sp(«,R ) 在4(«)上的作用.但 e' e T — e ig T ' 可逆即 
指*与*/横截,而横截性在辛变换下 不变， 故对 



与夕 《 '也横截，从而 m(Au, Au) 有意义.它的值当然连续 
依赖于 J •但 《(«,«’） 只取离散值于 Z 或丄 + Z 中，因此其值 

不变. 2 

现在作一闭曲芳 r : [0, n ■> 40) 便 r ( o ) - r ( l )- L . 
把 r (0 提升到 A { n ) 中成为 H 0 , 并记 

^( 7 )-(^,^) 0 '= 0 , 1 ), T , € SU t1mm . 

令 WiL~) 是相应于 L 的复对称酉矩阵之元，则 

^ U ) » w 

再取 Jtf 与 L 横截而 

if(m)- 7V*，«- (r,«p)e A(«), 

则横截性表明— 7 V > 为可逆，从而 m («, r (0)) 与 m{u, 
r ( l » 均有定义.我们可以得到 Maslov 指数的明显表达式 
定理 9.3.21 r 的 Maslov 指数为户 （ r )- m («, 夕 （0))— 

证.我们应该先证 #( r ) 与 M 无关，并只依赖于 r 的同伦类. 
事实上，由《(« 〆 〔#))的定义经过简单的计算即得 

^(r) = (2 3 r)- , »(0,~0o). (9.3.17) 

它自然与 M 无关. 

进一步要指出 /*( r ) 只依赖于 r 的同伦类以及 ^( r ) 在加 
法运算下与同态.前者是很容易证明的，因为当 r 连 
续变动而端点不动时，《[«3(0)]与«[«,1>(0]都不变.若 
端点改变就相当于在 r 上连接其它的闭环， ^( r ) 的不变性可以 
从它在同伦类运算下的运算规律得出.若在 r 后接上另一个环7•‘ 
而合成一个新环 r " = r + r - 上升到/5(«)中以后成为 

—( r 2 , e 2 ). 

于是 

2irp(r") — n(8! — 9„) — nC^i — 5,) + »(S, — 

若将 r 反向变为 一 r , 提升以后的（一 fhWD —( r ” 0 a ) 而 



2 w ^,(- r ) - »(0 0 - a .) - - 2 n ^ r ). 这样即知成 
一个与^, [>!(»)] 同态的加法群. 

余下的只需证明有一个 r 使 p ( r >= 1即可.但在前面巳作 
出一个环 


r, : [0, 2*] —K" - R 1 X R* _, , 

^ »cos Y> Vi — 寻 ; & • • •，？■)，I e R 1 , 

而将问题化为 K = K 2 的特例.这时5,= d „ - 0,从而 
^(^o) = (2w)~' • 2 • (0, — 0,) = 1. 

定理 证毕. 

( 9 . 3 .17)告诉我们， Maslov 指数就是环绕数. 下面 我们想 
指出它与邱《的符号数的关系.设 L , M , N ^ A (, n ) 且 MriW = 
{0}, 从而弗 w 有意义，记 S g n ( L , M , W )- Sgn / ? iU , 则有下面 
的定理. 

定理 9,3.22 令 是 一 1,2)，且 L f nw * = 

{0}(/，&_1，2).作 A (») 中的闭曲线 r , 先在 V ( M ,) 中由 
L 到 £•„ 再在 ^( M ,) 中由 A 回到 Im , 则有 

/<(^) — y [sgn — sgn(M,,Li,Mi)] 

- j- [sgn CM^M^LO-agn ( 此， ％，！■,)]. (9,3.18) 

证.先设 {0}. 必要时对 r 作微小变形、可设 r 
与和 Ml 正规地相交，于是 ^( r ) = r • ft Mlt 而交点在 /1°( M 2 ) 
中，因为 r 的这一段位于 A °( M ,) 中.现在追随这一道路来看 
sgn ^ S ；,»(,)— sgnCilf ^ W ^ rCO ) 的变化 . sgntf 只有当歹的某特 
征值为0时才会改变. 因此 可设当 I ■气时 r (( 0 ) 穿过 AXAO , 
而且不妨设为正相交.于是，这时0是 y ? S !> r ( lo ) 的特征值.它的 
特征向鼉形成一个不变子空间，再作它的相补的不变子空间，则 
在这样分解后可写为 



A a 是可 逆的* 一丨阶对称矩阵.当 》 充分接近*。时，则有 

心 ' Hi :), 〆 0 . 
j 仍为”一 1阶可逆对称矩阵，由于 w 可逆，故有 

/A B \ / I 0\/^ 0 y / A~ l B \ 

VB V>i \' BA~ l I A 0 D — / / 

~ P( A ° , W . (9.3.19) 

由此式可见 

sgn /?(0 — sgn A + sgn (U — 

但在〜附近 sgn ^ 不会改变，当 * 充分接近^时 fi 是一阶小 
量，是二阶小量 ，因此 sgn(D _ 的改变取决于 

sgnD 的改变.在正相交时， sgnD 增加+2,在负相交时增加 
-2. 所以当 KO 由 L , 走向匕时， S gB ^ Jr(() 的改变量是 
21" • f * M lt 因而定理得证. 

进一步考虑1•作 W , 的基底（〜•••， 
«•) 使 Mifl — («■_«+, ，..* 〆 •），而] f " ■ O ” - • .，，,_*).作 
-个单射 0： M , nM 2 — R 1 * 使得在其上 _ co (0*，： O > O , 0. 

这样的0是很容易作的：例如设（&,••• 〆 ■; 是一个 

辛基底，规定 — fi ， j — » — ^ 1,- - - 即可.然后再把 

I ?拓展到仏上：对作直和分解% ㊉ 令 
泛 If ，— 0,0即所求的拓展.最后定义 

Q,- I + tQ: M, —R 1 ，， 

而记 

MCO - Q . Mz . 

令 N € A { n ) 而且 JV € A e ( M 1 ) nA °( M 1 ), 现在分析趙〗》的 
构迪.由上节引理 9.3.12 的证明可知这时 



<»»是》— ★阶可 逆对称矩阵，又因为当*充分小时0,〜 J 而 
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MO ) - M It 所以 iV 与 MO ) 也横截，而有意义，设将 


它写为分块矩阵0,是 ”一々 阶对称矩阵，则遛~ 


«»> 


可以设可逆.和上面讨论的情况 一样： 

sgn^!»).w = sgn(W,,M(/),Ar) 

*■ sgno, 4 - sgn(</ f — %a:'b ,、， 

而且当 J 充分小时， S gno , 不变， % a :% 对于尤而言是二阶小董, 

今证 


d ,- tD + OCx 2 ), sgni? = (9.3.20) 

即 D 在 U i f ) M 1 上为正定.证明如下， 

取 xeM.nM,-w,nw(0). 当 X 充分小时 P^ l>lN x «= 
* + sT , x . 另一方面，由 M( j ) 的定义，必有，使 
— y + sQy , 

因此 y + =*■*•+ sT , x , 当 f 充分， j ' 时可以解出 y = * + 

iff *. 现在 xe 所以 P;; Un *— 于是 

晚 •>.»(*，》) — — wC ^ v ^ i . at *,*) 

— — w ( y ,*) — w (* Qy »*) 

一 —aitQix 4 - rf,r),x) 

- - i ( o (. Qx , x ) + 0(，）， 

这里我 们利用了》在上为 0. ♦ D -则 

C9-3.20) 得证.于是有当 i > 0充分小时有 

8gn(.Mi,M0),W) = sgna, + sgn(i, — , b l a,~ l b,') 

— sgno, + 々 — sgn(M,.M 2 ,N) + (9.3.21) 

在上式中令 N - L , (;-1,2), 再相减有 

sgn (A/,,A/(/),L,) — sgn(M ; ,MC0, 

— sgn(M,,Af,,Li) — sgnCMuM；,!.；). (9.3.22) 

伹当 * 很小，且 J 与0时，由 （9.3.21) 可以看到 M, 与 M(f) 横 
截 . 故 （9.3.22) 之左方为 2 r - PUiI 从而定理证毕. 

4. Hdrmander 相数. 

TS . 9.S.23 ( 9 . 3 .1 8 )中的 ^(r) 称为 Hflrmander 指败， 


. 咐， 



记作这里仍设而且&与 
a 々一 U 2) 横截. 

Harmander 指数有一些简单的性 fljj 

^C^i» Wa ； L t , Lj) = — j(A/j,3/j5 Lj, Li) 

- (9.3.23) 

ffi - 它对 L lt L t 的斜对称性由定义自明.若交换 
则相当于将 r 换为另一道路：先在中连接^到乙”再 
在 ^( MO 中连接 i , 到 L ,, 但这就是 _ r , 因此相交数 反号： 
(-O _ w ~( r - 叫）而斜对称性得证. 

关于 i 的上循环性质 

• « • • • 4 • • 

+ <(M|« Mj i Lt*Ls) 

+ L u L ,) - 0. (9.3.24) 

证.由定义即知. 

辱苹 ff 性，当变动但保持〜与 
M t 的横截*性恒取常值. 

证.由（ 9 . 3 .18)中 p ( r ) 作为相交数即知. 

Hormander 指数的一个重要作用是决定 M 是否在 
^ CwOfiA '- CMO 的同一个连通分支中.事实上我们有以下很直 
观的定理. 

定理 9.3.24 s^M^Mv, L lt L ») - 0当且仅当 位于 

A - CMOn ^ CMO 的同一个连通分支中. 

证.考兮卑.取 r 完全位于 A % Md 中，这时 r 与不会 

相交，从而 r • 只沁 — siM x ,Mz-, L ,, L t ) — 0. 

考琴毕•设 r * ，- 0. 除非 r 完全位于 ^( Mj ) 中，则 r 

与和二 iE & 相交的交点必成对出现.设 * < r , 相应于正相交， 
» 2 相应于负相交，而在 h < t < h 中 r €#( M |), 且全在其正侧 
中.我们要应用以下的事实， 

是连 通的， （9.3.25) 

它的证明将在后面给出. 




用一光滑弧 icwavoru - oo 连接 r (0， r (»,), c 是一个 

环，由 1-(0, 与一; I 组成..将 r 上原来连接 r (0 与 

rih ) 的一段用1代替，所得的新道路记为将 i 由 A ' OO 向 
#( M ) 的正侧稍微移动，可见 t - 中的闭曲线，从而 

^ - 0. 若将1稍向负侧移动，则 f 与中一道 
路同伦，但后者与 A ^ Md 正负相交次数各减少一次.经过有限 
多次这样的变动可用一完全位于的曲线连接 
L lt L 2 . 所以它们位于其同一连通分支中. 

(9.3.25) 申坪辱.令 作映射 L h 

LnM . M ' CMjnVc ^) 被光滑地映到了此的与横截的直 
线/之集上.这些直线当然是 R ia 的迷向 子 空间. w 在卜 II 
上诱导出一个辛构造，便产"成为2(«_ 1) 维辛空间， L " 是它 
的》— 1维迷向子空间，从而是户"的 Lagrange 子空间，而且 
与的象 M lf , 横截.所以可以 
看成是一个纤维丛，其底空间是 G }, 它是连通的，纤维 
也是连通的，所以 （9.3.25) 成立. 

以上的讨论全是在一个辛空间中进行的.在 S 4 中我们 
将把它们移到辛流形上去. 


H- FIO 的整体理论 


1. Foarier 积分分布 的轚体 定义， S2 讲到的 FIO 的局部 

理论尚不足以回答 S 1 的物理实例提出的问题.但在 S 2 中我们至 
少看见了以下的 事实： 与其说一个 FIO 是由它的相函数9决定 
的，不如说它是由一个锥形 Lagrange 子流形 A 决定的，而 A 只是 
局部地 由一个相函数 <?(*/) 来 表示. A 是 一个内在的整体性的 
对象，9(〜乃则只是局部性的. 然 而由此产生了一个问 题：由 
相函数？>(*，0)局部表示的 Lagrange 子流形 {(#,©) , < pe (. x , 8 ) 
"()}-*• 0} c = A . 当 tp 为非退化时上述映射是微分 

同胚，因此 A 局部地既是嵌入子流形也是*入子流形，二者并无区 



别.但在作整体讨论时， ptfiSA 号枣，这样就没有自 
己相交及其它复杂情况， MffiAjiVkV - k ' c ~ 分割，这一 
点在浸入子流形的情况下就不一定办得到.至于什么是主象征至 
今还没有涉及.在 PsDO 理论中，我们建立了象征类与算子类之 
间的同构 

a m -.L7jL^ s ->-S7jS^ 

(上册第五章 S 2 定义 5.2.4, p .269). 这个同构就称为主象征.这 
里《是阶数是象征的渐近展开式中紧接阶数》*的指数.我们 
也想把这个关系推广到 FIO. 

于是没有》维 C~ 流形 X 以及局部地定义于其上的>«阶 
Fourier 积分 分布： 对《 € CJ°(X) 

( A , u )~ (2冗广■補 jj e i ^^ aix , d ^ u ( jx ') dxdd . (9.4.1) 

这里 a € 由 （9 . 2 .33) 知， fl 的増长阶=3的算子阶+ 

(»- ZN )/4). 这个表达式适用于 A 上某一点的锥邻域中，因此 
也设 consupp 0 在一个稍小的锥邻域中. (9.4.1) 中我们恒取 
p - U 3=0,这是为了计算方便.一般说，应该要求0< 1 — 
p < 8 < p < 1 (比较流形上 PsDO 的定义)，本章中我们恒作 
规定； •= 5,8=0,这样在作变量变换时更加方便(见上册第四 
章 S 2 定 J 14.2.4 p .191). 

如果在 X 中换一个局部坐标 x ^ xix ), 则 （ S 1.4.1) 变为 
{ A , u )~ ( 2jr )^-™ jj (9.4.2) 

这里 

— 5(5,0) — a (*( J ),5) j~J , 

'Dx 1 

»(*) = «(*(*)) 1 ^- 1 ^. 

'Dx 1 

这就是说,我们应 该把* 看作 X 上的+阶密度而认为 (9.4.2) 定义 
了** 作为+阶密度的连续线性泛函这里我们要求 
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{ A 9 u ) — <3,5). (9.4.3) 

所以 2 也是 I 阶分布密度.这个讨论告诉我们，应该在+阶密 
度的框架下讨论整体的 FIO . 

再进一步，0也可以变动 C 包括 e 之维数).§2中讨论了等价 
的相函数，这时应该作变换 

(9.4.4) 

0 对 S 是一次正齐性的.因沟3与《都应该按照+阶密度变化， 

所以应引人 5(*) - 1^1 *«(*), 并按 （9. 4. 3) 来定义3.在 
'Di 1 

( M .1) 中作变换 （9 A 4) 将给出 

<5,2>= jj〆 财,〜 ( if , 幻500丑旧，逆， 

(9.4.5) 

这里 

争，沒）= 

e(J t 5) = o(*(*),e(* f e)) j— 

{ Dx 1 l D 6 1 

现在我们要把以上的对象转到锥形 Lagrange 子流形 A 上 
去.为此,我们引人一个子流形上的一种密度分布.在上册第一 
章 S 6 中我们定义了一个超曲面上的 Dirac 分布 （ p . 67 ). 如果有 

_个余维数々的子流形(暂设为 «■ *)►*. -- * t ■ 0,则可 

以定义 S ( RA ) 为 

< ff ( R *)， qp > — | < p (0, •..，0， r t+ ”. •.，*■)</〜+,. • •<#*„ 

比较一般地,如果一个余维 4 的子流形 S 由方程 _… =/ t — 0 
来定义，并设 S 上有局部坐标_ • -,x t , 则 可定义 

这里心_ 说也是—个密度.这些都是超曲面上的 
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Dirac 分布的直接推广，我们把它应闬到非退化相函數 1 P 所定义 
的余雖数 N (维数《)的子流形 C 9 _{(~0) ; 上去.令 

\，…， h 是 G 的局部坐标，记 

it — W (又"二"，又•，外•， ••- ，种 

我们要证明<1 Vf (« 定义在X X b w 上， a(J ( e) = fl(x,9)* 
|^| 1 经过微分同屁 G — (*,0) I— » i . x , d , if )( j 0 = 

0) 卮，成为 A 上的+阶密度.如果我们记 i- iOOO/G, 旬）， 
这时只要证明在（: s 上 

即可 • 但这是直接的，因为和 ■而在上故有 

dd 

| pq ,< p g ) I = ice I . | PU , W ) || 叫，沒） | 

I Dix.d) f ^D6 I I D(.x,9) I *0(2,5) ! 



若在 c, 上取的局部坐标对 e 为一次正齐性的，则是 

D (*，0) 

iv 次正齐性的，《«为 a 次正齐性，故为《 +三阶•总 

4 

之，函数 a 与定义在 A 上的+阶密度增长阶不同，前者 

是 m+(«— 2 iV)/4, 后者是 》+ &. 而且《定义在X X阶上. 

4 

以下记+ 所以在经过变换 （9.4.4) 以后，<1^€ 
4 

s 乂 A , Q 0. ^-«+- 是由 J 的阶与X的维数决定的，故是不 
4 

变的.它的意义在 于:在 §2中我们已指出，相同的 并不一定决 
定等价的相函数，为此，例如还需要减少或增加 e 变量的个数使0 
变 S 个数与和旁均相同（定理 9.2.2). 在0变量减少 
时 ，相函数变为 <p(*，,o) 而在增加时则变为 <?(*：, O + Q (. d")l 
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2|0*l. 所以现在的问题是将 0 分成两组 

而考虑以下形状的相函数 

■pU,e )™^, s , ) + eCe ,, )/2ie , l. Q-. 非退化二次型. 
这时 C T: i/ a (p = 0中的 d e "<p — 0将给出V = 0. 于&现在要考虑 
以下的 Fourier 积分分布 

{A,u)- (2™)— 1 —訓 jj e i ^ M ^ 9 '' v ' e， ' ] a ix f d )ui^dxde. 

先对 0" 积分，可得 

K*,0O 的表达式实际上即 （9.2. 2 2 ),而且有以下的渐近展开式 
(9.2.23) 

b(.x,d , ') ■= | detgI \6'\ ,n expi.nisgTiQ1 4)a(r,0*,0) 

(modS -一 1 ). (9.4.6) 

这时 < 也有变化.令 $0, ^-0 } f C , 相应于 
ips ■* — 0, — 0,于是 （*• &) I ~ ► (.*»&'t 0) 成为 

到 C, 的撖分同胚,而且有可换的图式： 

A 

而且在上 

妙，抑） — det 譜丨， 

D{x 9 6) DO ，） 

因此 A 上的^■阶密度现在成为 0 (r,ff, O)|0 , |^|d e t0|-i VZ. 
总结上述内容可以得到 

定理 9.4.1 设在流形X的余切丛 r* (X) 上有锥形 Lag- 
range 子流形 A ， 而 <p(*» 日）与争 (* ，占）在点 (*o» 0 o) 6 GCXX 
舻与 U,e.) e c # cx x E s 附近决定 a 的茼一小块.这里 

ip»C*o. )^0 — <?.(*»» flo) — 



m Courier 积分分布 (9. 4. 1) 可以化为同样形状的 Fourier 积分 
分布*«4»痺换成孕0,幻，以要换成 S e 5,".0 +< '^ ,/4 , 

这里 

exp (* ritf /4)«^ jr ,0) V d e —aix,d')'>/d? € s" +J ~' ( A , £,^). (9.4.7) 

这里与 2^57 的增长阶同为 «+- 而与 0 之维数无关, 

4 

a = sgn <p be — sgn ^ w , (9.4.8) 

而且 con suppa 在 （ jr 。，!?。） 充分小锥邻域内. 

至此，我们可以给出 Fourier 枣兮兮 f 哼零垮牢冬如下： 
定义 9A2 令 A €^> XX , Oi ) ijik ^ k ^ * * * * 


A -= 2 本， 

itj 


{*upp Aj ) 是局部有限的，而且可表为 

<』;，《>■ e ^ H - e > ~~ N i /, ' a i ix , d ') uix ') dxdd t 

(9.4.9) 

dx 迫相应 于 X 的局部坐标的 Lebesgne 测度 ，0 e R^ 1 *, o< € 
S- +U ^^ >/4 (R- XE w y), S upp 8 jC{(r, (6); U,S) € K }，/： 是 

集 {Cr,0) e U„ Vg ix,9) - 0} 在 K* X 奶中的象的紧子集，』 
称为莩聲 Fourier f 兮分布，它的集记作 I"iX,A). 

2. 主象征. C9.4.6) 中的因子 |det l^l^pUsgng/^, 
特别是 exp Usgng/4) 尤其值得注意 ， 它不依赖于搌幅函数 
o , 而只依赖于 A, 由于矩阵的符号数与其秩 mod2 相同，且 
由引理 9.2.1 的 （9.2.9) 

N — rank ee ip =负一 rank 和〆 =» _ rank^r 4 (x” | 4 )) 

知 


0 — s rank(p w 

— rank 旁知 _ A? — JV(mod 2)， 

/ G — W 十及 )/2 € Z. 所以 （ 9 . 4 . 7 ) 可以写为 


i^cxp^ntN/^)a{x 9 ^)^/ d 4 — eKp(jriS?/4)2(5>l3) ii 
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mod 5- + * /4_, . 

果记 B 和 B' 是 A 的两个相交的坐标邻域，记 j 的主象征 
为<5)或 f(S0, 当有 

B 1 ) S CB -). 

这就告诉我们，主象征应该理解为 A 的一个(复的)线丛 Z ■的截口. 
就是说，如果用整体表示，应该在 S ~ + ^(. A , 中来讨论 

它.详细一点说，设有 T * X \ Q 的嵌人锥形 Lagrange 子流形 A 
与一个指标集 /=■ {/}, 以及 
0) X 的一族坐标邻域 

G 0 整数沁 > 0以及非退化相函数朽定义在 Xi X R w /\0 
的一个开锥形集 t； f 中; 使得 

{(*，沒） € Ui-,<p je (.x,d) — 0} 3 (*,5) I—*■ (x,d,<pi) 

是 A 的一个开子集 t/f 上的微分 同胚; 记 

- [(sgo q> k e«(.x,d k ) — N k ) — (sgn «p,•«»(*, — W<)]/2, 

(9.4.10) 

这里 W(*，D — — 0, — — |€ 

Ttxc \ AiGn 当然是定义在 ufnut 中的一个局部常数值函数. 
这是一组很重要的不变量而与 Maslov 指数直接相关.这一点将 
在下面讲.现在我们的目的是建立一个同构：. 


5- + * /4 (A, fl 4 ®L)/S- + * /4 ->(A, fl 4 <S>L) 

—/-(X,A)//--'(X,A). (9.4.11) 

笋畀芦声舍 . 射 . 这一点由定理 9 . 4 .1 容易地给出.因 
为一+丢 W “必 即一族 而 

且 0 — 产山 t .若 COJ1 suppSjCUf , 即可定义 € J-(X ， A) 如 

(9.4.9), 其中 8( 其支集如定义 9. 4. 2 所述，内的 

作法是再先用映射 — {(* ， 0) € Uj,q>je — 0} -*Uf , (* ， 0) I― *■ 
(*， 糾） 可将 ~ 拉囬到 Q 上为〜 Cf 的一个齐性 C •扩张 
可以把 A 拓展到邻域.不同的拓展定义出的算子相差一个 
A) 之元 C 上册第四章 § 2 定理 4.2.5 p. 192). 这样，我们 





定义了一个映射 

si ~* 4(0 ，con siippfCU /. 

如果同时还有 con suppse U ； {，则 J ;( j ) 一 々( O . 

现在在 A 上作一的分割 $ _ 1，（注意，因为我们巳设 4 

i 

是嵌人子流形，在其上是有一的分割的)使 Zi 为零次正齐性(对于 

纤维），则对 有 f = SZ}f 而 conmppJTjfC ： 

Vf , 因此,我们定义了一个映射 

AQ') - J ； AiU^-.S^iA.Oi^L-) 

i 

-/"CX ( A)//--'(X,A). 

j 的定义显然与一的分割的取法无关.这样，由 /• 的定义，给出 
/" 的一个元就相当于给出一个映射从而全射性得证. 

第二步征明 (9.4.11) 为单射.为此，需先用稳定位相法给出 

• • • * • • • • 

Aii ~{ X , A ') 作用在急速振荡函数*厂"*时的渐近状态 0- 
+«=). 不妨设 supp « 充分小使得在其中实值函数少€ C •适合 

d , tl » ^ 0. 这时 

u, ue-^) -= o )- l . +1 刪 jj /[〆 *.<»-，*【*〜（,， Q-^uix'idxdd 

- O )- 1 -. 卿叫 J e iA ^ aix , 治) 《(* V 成 
相函数的临界点垦 适合之 <P ~ d .4，, d a tp - 0 之点 C 这里我们看 
到的作用，否则 < p -0 可能没有临界点而渐近计成为 
没有意义的).这种点 即久与 T * X 的截口 K ； r , 厶 0)} 的交点. 
现在我们看相函数的非退化性 

detp - detf 959 ® )_。 (9.4.12) 

、 <p, e V*. — 4>x* / 

在几何上意味着什么？ A 的切向量 CS „ S B ) 由下式 

(Pt,Sx + (p, t 8 B -= 0 , 



<pe,8x + <p»bSd 6 

决定.截口 的切向量由 4>, x S t - 0决定. (9.4.12) 

意味着方程祖 

<PjxSx + <p, e 8 g — 0, q>g,dx + (p 60 8g — 0 , <l>„8x — 0 
只有零解，亦即 A 与 Kx , d ± 4>)} 横截.现在选由适合这样的横截 
性条件，则由稳定位相公式(上册第四章§4定理 4. 4. 5, p.220) 立 

即有 

ex P (*i8gnp/4)* (w - V2 a(* 1 ,i5 1 )«(^), modS- + * /4_1 . (9.4.13) 
以上 （x ,/,) 是的临界点 ，0 的定义见 （9. 4. 12) 式， 
(9-4.11) 早暫竽苧军哮.设 

■<4 — S A h 

it] 

在必要时设 con supp a; 充分小，以至于对于某一点 a , € A, 除X, 
以外，当（*， 0) € con suppdjO , 0 )， i 0，且 < p;s — 0 时均有 
为证单射性只需要证明若 0, 必有 
这里 （60) 位于子流形 灼 9 0, 0) - 0上 之一点 
的一个银邻域中 ，而 （*•， < Pm (*。，&)) — %.为证 
s . + ./,- Wl/J -i ( 我们要用定理 8. 4 . 8,而知在X 上知 附近可以选一 
个坐标系（*1»’ . •，*■)使; r » — 0,而 T * X 的局部坐标是 Or " _ • .， 
使/!在；I,附近可以表为 {O(0)，0)}，r(0) 对0 
为一次正齐性，且相函数妁(*,0) 画 x .8- Hie -). 这时 JV = 
”，而且 C Vl = {(*, 0); d „ q) a = » — /^(5) — 0} , A 0 — {(*, 
d , Vo ) = (*. 0) - or(e),0 )}. 现在取》 0 )€ c?(x ) 且 
supp»0) 在的充分小邻域中， r, 是 </,(p 0 (*0»®o) 的充分小锥邻 
域.在 r , 中取 1 J, 并以11作一参数，作 0(*) ~ <a：, )J > 而考査 
对于4，则或者 SUppK 与 8Upp,«； 不相交，从而 
0,或者虽然相交，但因（*，％_,)峙I ，而么步 一 
又与 ^.q3o(^m y o ) 充分接近，因而奶_糾在 suppw 上没有临 
界点，从而 〈美，厂 '_**> 对 * 急减.但无论如何，<次， ue '^) *= 
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- S < A i ， 对* 是急减 的. 另一方面，我们又可以用稳定 

位相法来估计 <為，《_"*>，则在验证了稳定位相法的条件成立 
后，又有 

( A , »厂 咐〉 一 Ca a ix 1 , e ,') u ( < x ,') t S "~^\ 

这里 （*,» O € d 是 少的临界点 {0 ~ »j — 0, * — 

由1的任意性知 Or,〆,) 可以是/I上的任意点，因而〜 es" 1 —*- 1 , 

但是现在_ »，故 

应用稳定位相法的条件是 和一中 非退化.前面已指出这就 
是 A 与心/•横截•但 TA ~ {CfTCe)5 fl , 5„)}. : r 心少一 {0} (</> 
是零维子流形），所以横截性成立. 

单射性证毕.总结以上的结果,我们有 
定理 M.3 若 A 是 T*X\0 的嵌人 Lagrange 子流形，则映 
射（ 9 ‘ 4 .11；)是一同构，这个同构称为 /™(X,4) 的丰零坪. 

3. Keller-Maslo ▼线丛 .上一段里我们已大体 k 到， Fourier 
积分分布的主象征是一个复线丛（称为 Keller-Maslov 线丛）的 
截口，现在来进一步解释这一点. 

和前面一样，令X为 一C" 流形，〆是: T*X= {(*,0} 的一 
个连通 Lagrange 子流形.对/上之每一点 ( jc ,0 咐厲以余切 
空间 r?x , 并以:的迁移矩阵为 f'x — TXx 的迁移矩阵. 
这样得到一个向 fl 丛 1^. 对每一点 C^) ( „ e . = 
TtX , 从而它的切空间是一个辛空间 T u , i } (. T * X ), 而切于纤维 
方向的子空间是它的一个 Lagrange 子空间，记为 M ^ x , ?). 
m : (*，0 则表示 a 在 0,f) 的切空间，它当然也是 r ( u,(r*x) 的 
Lagrange 子空间.我们用 ^\ x , O 表示 r (ll4! (r*X ) 中所有 
横截于 Miix , 0 (；- i,2) 的 Lagrange 子空间的集，用 
表示上的函数集，并要求它们适合 
/a,) = O, (9.4.14) 

这里 是 Hormander 指数，由 HSrmander 指 

数的定义4知若 L 2 属于 y 的同一连 
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通分支， • 0而 /( Z . t ) — KL 2 )， 即 f 是局部 

常值的，而且 KL ) 在一个连通分支的值可由 (9.4.14) 决定 f 在 
V 之其它连通分支中的值.所以是一个亭學学 
李 if ■ 如果将 r*x 局部平凡化，则此即（0 {1 ， • •. ， d ' J 嬌4 A 

子空间：(见第八章 s 2"3.辛构造与 Euclid 

构造，复构造的关系”一段）, M a O，S ) 则是光滑地依赖于的 
Lagrange 子空间，故由 （9.4.14) 知当（*,0在 Y 上变动时，可以 
找到的一个对（*,|)光滑的生成元，从而 o 
是 y 上的光滑的复向量丛，其纤维型为 C 1 . 淳 f 辱零 净 

Keller-Maslov 线丛， 

由一些上同调的考虑可以证明 > 可以整体平凡化. H3- 
rmander 指数的上循环性质就是一种上同调性质.由于 

M 2 ； L,, L,) — Y [sgn (Mi,Li,A/0 
— sgnCM,,!,, Mj )]， 

所以 

<■，— cap ^[sgn(M lt L 2 ,,MO — 

而 （9. 4. H) 给出 

/(L,) 

— exp [~-sgn(M 1 ,L 2 ,Af I )j /(Lj). 


因此 

— y x c 

CO’O") 一 ((*’!)’KL)exp ^sgn(Af 1 ,L,Mi)jj 


(9.4.15) 


就是这样一个整体平凡化. 

尤其值得注意的是 KM 1 ,M ? ;Z,„L l )€Z, 但因 （ 9 . 4 .H) 中 


• §94 • 




出现的是 i *， 所以若： *^'0 nod 4), 当有 i *- 〆 . gp 是说迁移矩 
阵实际上是 — 1， _/}, . Z *- Z /4 Z , 从而作用在 W 
的纤维上的实际上是群 4. 

下面我们将这些概念用于主象征的讨论.这时，我们把上 
面的2假设为 T * X \0 的一个错形 Lagrange 子流形， (* i »? e ) € 
而 M l , M 1 等记号照旧.取 T tM ^( T * X ) 的任意的 Lagrange 
子空间 h 使之与 r (Io>!o ,^ f M , 横截.再作一个 C w 函数 
A 0) 便得在（办,^)的适当的锥邻域 r 中 {0,100)} 与2只 
相交于 (*.,50, 且在该点 { U , A , c *〕} 以 h 为切空间.设 r 在 
底空间 X 上的投影位于一坐栝邻域 (7 内，而坐标为（々，•••，*,). 
设 < pCx , 6) 是在 r 中定义 sf 的非退化相函数， 

可在 r 中用 

<F,«>- (2 疋广奶 —jj e'^aix^uixydxdd 

来表示，这里 B e 具有紧支集， f 是（*，的空间中 r 

在映射 —{ Ua )} 下的原象，而 (»., e B ) € f , 
- i „. 将尸作 用到广 w 上去有 

(2»)- W2 -* /4 jj e il ^- Bi -" Kxn a {. x t d')dxde 

- C 2 f 2 jj 々【一 成 

由于已设 A ,(* o ) ― ■ P .(» o * i 9 o ) = = Iim {(*>*»(*))} 与 W 在 （》0，&) 
横截，知 ？>(*, e )_ AO ) 是非退化相函数，从而可以应用稳定位 
相公式(注意 ，在 con supp a 中唯一临界点即 ( x 8 ,9 0 )) 而有 
〜 〜 （2 jr )- /1 | detH 6 r + 

sgnH 0 )o U .^ P^-'^modO (，^一 1 ). (9.4.16) 

H 9 aH (*,0) =■ < p (. x ,9) — A (*) 在 Oo , 沒 ,） 处对 （*，5) 的 Hessian 

»o=f efl ') • 

^< P*e ‘/>*•_ ^ sg / ( w 0 , s 0 ) 

现在引用 S 3 中的 记号： P £ U 。 是吣在直和分解护 • 
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下到 M , 的投影 . 作为纤维空间的切空间，应有 

L 。 是 {0， A ,00)} 在 U , A ,(* a )) 处的切 空间： 应由 




9 + yy d 2 h{x ll ') Q . 
dxi b Xi bx K 9f* ，； 


1, 


张成.是 Sf 的切空间应为 C , 在映射的切映射下之 
象，亦即应为切向量 


+ I ： C , 


之集.这里 

N 


d l g > 

dd t dx k 


“ A )] 


念} 


Q 2 © 


dx ^ dd t 

l 

现在作上述直和分解，令 


(:•，％) + Cj 


& q * 


de-tddt 


(*。， 民） ■ 0, 


1, …, w . 


(9,4.17) 




比较系数有叫 _ 




e .) _ d 2 hU ) 

d ^ dx k 




QV ( jo . g «) 

9 的 3** 

连同 （9.4.17) 用矩阵表示,这就是 




% 


0 - 0 . 


(9.4.18) 


仏，•若再有另—个 


W • 



(9.4.19) 


此 U«(*> ， 〆 ） — wQSu'.〆 ） — 一》 (« ， 〆 ） 


-自 '命 o ( y o ) 

下面要引用线性代数中一个 结果： 

引理 9.4.4 若 S : R * — 妒是对称的线性同构， p 是 V 的子 
空间， K " 是 F 按标准 Euclid 内积的正交补，则 

8 gn 5 = sgnUl v ) + sgnCS -1 !^). (9.4.20) 

这个引理的证明需要一些技术性的考虑，例如可以参看 Dui - 
« erma a t [ l ] p .130 (4.1,4) 式，我们就不加证明，而把它直接用到 
d-n + N , S - Hr '. 7«{0} X R *. F 0 - R w X {0>, S 1 =仏 
在铲上的限制就是氏)， S ~ H ^ 在 P 上的限制的符号 
数，由 (9.4.19) 即 sgn 邱 U „- sguCi ^ A ^ L ,), 所以应用 （ M .20) 
有 

sgnCM ^ A / i . L #) = sgn // 0 — sgn < p M ( x 0 , 0。）， (9.4.21) 

这里我们 应用了 sgn // 0 — sgiiW ? 1 . 

进一步令 H ti . eo ' C ” 它可以用满足 （9.4.17) 的 

来表示，从而免一 dim 岛_«，所以可用 Y 作岛上点 


的坐标.如果取上（*。,％)附近的一个局部坐标 (；!„•• •• i ,) 
使得相应切向量坐标恰好成为的坐标 r , 则我 们有： 

Jacobi 矩阵 

D(.l t (Pe) I _ N 

ou.e) U ⑻ " 

以上我们取 i 为 0 的一次正齐性函数.于是， C T 上的 Dirac 分 
布 <4可以写成 

^-| detH,| ( -W (9.4.22〉 

把它和 (9.4.21) 用到^渐近展开式 (9-4.16), 即有 
e ~ iB *) V rfa ./(2 jr )" /4 ~ 


«P^-~ [agnqfwC^otftJ + agn(Mi,W I( I. 0 )] 



• 冰) mod + 0( P — i ). (9.4.23) 

通过微分同胚 C 9 f —>■ Sf =A 7 (x f d) l—> 上式右方 

第一•须成为 y 上的+阶密度，而 （9 A 7) 告诉我们， m 0 dS " + M _ 1 ， 

它与相函数的选择无关，当然也与 K «~) 的选取无关，所以可以 
把它看成 h 的函数 Kk ). 如采还有 另一个 Lagrange 子空间 
L '. 也适合这些条件，则我们有 

KL;) - :•〆《，，〜 ^W/CLo). 

至此，我们清楚地看到主象征是锥形 Lagraogc 子流形么上 
的 Kelier - Maslov 线丛的光滑截口. 

Maslov 线丛的槪念是 Maslov ( Mac . noB ) 在 [1] 中提出的， 
但是他是从物理学角度提出的.其实更早在 Keller 1 ' 1 中就有了 
这个思想.后采的进一步数学化则是 H5nna n d er H] 和 Arnold^ 
的贡献.更新的讨论可以参看 J . Leray [ l ]. 

4. 与典 则关系相关的 Fourier 积分分布. Fourier 积分分布 
的一个特别重要的情况是将流形 x 涣成流形的乘积 x x y , 这 
里 dimX—dimY = n y . 因为如果 /! 赴叉 X y 上的 * ■阶分 
布密度，则它定义一个连续映射逆 cy ,£ n ) — 缪 ' U ， 巧).因为 

若取 xxy 上的丄阶密度为张量积形式 P (*)®« Cy ), 我们有 
2 

〈《*)®«( y )〉 一 〈〈 d ，《( y )〉， 泛00>， (9.4.24) 

因此 “, n ( y )> e 逆反之对任一连续映射 
冷逆 （ y ,4) —逆' （ x ， q ), 

也可找到 XX Y 上的+阶分布密度（仍记为^0,便（9. 4 . 24 )成 

立.这就是 Schwartz 的核定理.当 J 为 XX Y 上的 Fourier 积 
分分布时，所得的连续映射（仍记为 4) 就称为 FIO . 现设_ 
在 r * x 与 T*y 上分別有辛构造， q 与在 

t'x x y) - r*(x) x r * ⑺ 

上则有 辛构造 o + a . 但是在讨沦 no 时，我们常用另 一个辛 



构造 a x —• < t y . 在这个辛构造下的银形 Lagrange 子流形 

x y )\o, 应造合 <7 X — trr — n«^y — 
°» 所以 Zi:(y，ij)l~*■(*，O 裹一个典则变换，而 FIO 的相 
函数 < pU , y, 9 ) 将是它的生成函数 .d 因此称为學则琴等（由 
r*Y 到 T * X ): 在讨论 FIO 时使用典则关系更为自;4,特别是在 
讨论 FIO 的运算时是这样.以上这些在 S 2 中都巳提现在我 
们的目的是整体地再讨论有关内容. 

在讨论 FIO 时，算子相函数，即适合关系式 Vx«X， 
gra 山 , . 视 钤 0，0 钤 0;Vy 6 V ， grad (l , fl) g)5*0, 09*0 的相函 数是特 
别重要的，因为具有算子相函数的 FIO 3及其转置均映 C； ■到 
C" 中，而且可以拓展为/到逆’的映射.用典则关系 A 来表述， 
则可以要求力与 T*X X O r 及 O x X T * Y 均不相交，这时 Ojc , 
o Y 表 T * X , T*y 的零截口，所以 d 相应的相函数 <pO，y，0) 当 
ips — 0时应造合 | — gj, 7* 0, ij = qs, 0. 也'可以要求 /1C 
O '* x \ o ) x cr*y\o) (它只是 t*{x x y )\ o 的子集），所以 

我们将定义 8.4.3 和本章关于 (9.2.24) 的讨论精 确化为 

定义 9.4.S 若 T*iX X Y)\0 的一个嵌入锥形子流形 ACZ 
(T*X\0) X (T*Y\0) t 而且对于辛构造〜一 ffl •为 Lagrange 
子流形（亦 即/为 Ox 4- a - r 下的 Lagrange 子流形），则称 A 为 
由 T * Y ^ T * X 的锥形典则关系. 

以上我们定义 / — {ChyihfOK — {(*，y;h —*i)}. 

若力是一个由到的锥形典则关系，.于是 
可以在 Ua , d B )^xxy x (R^Xo) 的一个锥邻域内找到一个 
算子象•函数9>，使 C f =■ {(*，y，0)， 种 — 0} 是 C* o ,y o ,0 o ) 的一 
个锥邻域中的锥流形，维数为而且有一个由此锥邻域到 
私的锥邻域的微分同胚 

i—*• (.x,y,cp x , 

我们要讨论 ^ 的性质如何由 <P 来表示.这里引理 9.2.7 是重要的， 
我们重述并补充 如下： 

引理 9.4.6 映射 A -* T * X 的切映射为单全射当且仅当 （i) 



fix — n r , (ii) 

D(?i) -= det ( Vd6 W 0 ^ (*^,>0,5,,). 

Vy* ' 

这时，映射 C, —/l —r*x •给出了 c ， 在附近一个局 
部坐标，而且 dc v — «(C,) — |D(ip)r , rfar 1 - • - dx . d ^- • •</!,. 

证 .（i) 与 （U) 的必要与充分性的证明即引理9. 2 .7.令 
-和，則 1C, 与 T*X 的维数同为 2». 在&上有局部微分 
同胚 c ^ ix , y，0)—*■(*, 和） er*x, 而在 X X Y X (B'O) 
中 Uo,y a ，A) 的邻域里则有微分同胚（: r，y, e)H^U, Vlt9 > e ). 
它是微分同胚，因为 

C ::)- 一， 

而由 Dirac 分布的定义 

diC v ~) - lD (. x t < p Ilipe )/ Dix , y , 0)1-',/^- |D0p)rV* 在. 
适合上述引理的典则关系是最重要的一类，称为局部锥形典 
则图象，也就是锥形典则映射的局部图象，所以我们给出以下的定 

义. 


定义 9.4*7 由:到的 锥形典 则关系 A 若适合小- 
T*Y 是 局部澉分同胚 (从而 A ^ T*X 也是局部微分同胚，而且 
n x - n Y - n ~), 则称为局部锥形典则图象.它局部地是一齐性典 
则变换的图象. 

在局部典则图象上可以定义一个密度择， 即从 T*Y 或 r*x 
上将典则的密度或 A " a,Jnl 拉回而得.由于 A 定义 
了 一个典则变换 X : T * Y ^ T * X , 故 

，所以得出的〆 恒相同.易见在 a 
上也可以定义 Keller-Maslov 线丛即将/ I’ （这是 ^ v 
下的 Lagrange 子流形)的纤维移植到/I的相应点上,很显然，乘 

以构 成一个 单全射 S ^ A ,^-* S ^ U , Q { ® 9 r \ 所以， 
对于局部典则图象 A 有 M 构 

5-U,a , )/5--'U,S , )-»/-(X X Y, A")/I m ~KX X Y, A'\ 



现在用积分表示在局部坐标系下把它显示地表示出来. 

令9(*， y ，0) 是在 (*•,〜 氏 ）X y X ( R ' O ) 的某一锥邻 
域中表示 a ( 在&之一锥邻域中）的非退化相函数由于现在 *«■=■ 
•r ■ n f m + (nx + nr 一 2 iV )/4 — m + (» — N )/ 2 t 相应于 Z 
的 Fourier 积分分布义是 

<^,»>=C2*)- ( ■+ ^•• >, ^ a ix t y t e')u{x t y)dxdyde, uiCt. 

(9.4.25) 

之 g 支集在 U , y „, 民）的某个锥邻域内./的主 
象征可以用 a 通过微分同胚 C ^ A 移植到 A 上去.若除 

以 A 上的典则的密度 dkdx (除因子^■外即后，它根应 

于一函数 i 

Kx , y , d ) — o (*» y »5)| i 3 C ?>)| - *. 

各 (*， y , d ) € • S * ( 设 a =■ 0于0 = 0附近），从而 

< 山 《>_ (2 ff )- t ' +W!/l jj ， _w. sl K* ， y,9)|D( ip )|* 

• n { x t y ) dxdydd，u € CJ 1 , (9.4.26) 

而相应的 FIO 是 

Auix ) - t ^'^ x . y ^ Di .^ uiy ^ dydd , 

(9.4.27) 

这里《 e Cf ( Y ). b 应该通过微分同胚 C V ^ A 移到 A 上而成为 
5-(/1,^) 之元. 

现在可以考虑 FIO 的运算了.先从伴算子开始.设■均 
为 - j - 阶密度且 suppit /1 supp (-为紧，则可以定义其 Hermite 内积 

(»，0- j «5. 若 X Y ,^), 我们定义，为 

- (. u , A * v ), vk ^ x . X Gi ). 

(9.4.28) 

在 52 中已经看 到 ，2* 仍 为一个 FIO , 其相函数是 一< P ( y ， A ：, e )， 
而振幅函数为 o { y , x t e \ 相应的锥形典则关系 A , 是由微分同胚 
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—< p ” 9»,) € A , 定义的.主象征由复共艇 

决定，我们说 它是 y 1 的 截口，因为它的迁移函数是 

是/的迁移函数的倒数.总之有 

定理 9.4.8 若 A 是由 r « Y 到 T * X 的锥形典则关系， 

/-U x y ,/)， 则 A *^ I~iY X X ， X )， A , 是 A 在映射 
r * YxT * x ^7-* xxr * Y 下的拉回，即 若 j 的主象征 
5- + (. x+ , y) /,( A> 则, *3€ S _+ l * x + ，yW U „ O 

是的主象征. 

其次讨论 FIO 的复合.设有 A, € /-<X X Y, A\), 
r\Y X Z , d ， X,Y,Z 分別是维数 》 a ,» r ,« z 的流形，锥形典则 
关系如 T*Y~*T*X; A U T*Z-T*Y, 而且 A„ A lt 都是适 
当的算子，这样 A , oA t 有可能定义.我们想证明在一定的条件 
下， ^ o^€/-> + -<X X Z, (A 。屯 丫).首先讨论 本。 軋 乘积 
A x a^t*x x r*Y x n X T*Z. 右方是一个辛流形，其 
辛构造由 Ox — < Tyi + 0 "rj — <? z 决定，表示0> 出现两次》分 
别作用在乘积的第 f 个 r » y 上.记它的对角集为 A (即两个因 
子中要取相同的元).在 S 2 中已经讲过两个算子可以复合 
的条件是由波前集来表示的.波前集的概念是一个微局部的概 
念，所以不论对 FIO 的整体理论成局部理论，忒和次可以复 
合的条件都是一样的，即 A x 屯与 A 在交点处横截.这时 
dim[(/li X zlOHA] _ dim(i1i X A,) 一 codimA 
— dimX 十 dim2. 

这时 （A X 决）门厶在 T*X X r«Z 上的 拉 影是维数为 dimX+ 
dimZ 的流形而 &一 <7 Z 在 其上的限制为 0. 所以它是一个锥形 
典则关系，即复合 A 。 木.这 一切都可参看 S 2 定理 9.2.5. 总之 
我们有 

定理 9.4.9 设4， a 2 分別是由 r - Y ■到 r * x 与 r * z 到 
T * Y 的局部锥形图象，设 A, X 4 与 A 横截，则（次 X A,)nA 
到 r*x x T * z 上的投影是典则图象若进一步本€ 



/-'(X X y,A；), A t €l m <Y X Z, A： 2 ) 均为适当的，则 A,oA t € 
nx X Z, (40. 

下面讨论冼。次的主象征.因为我们作的是微局部分析，所 
以不妨用局部坐标，而有 

忒 U，y) - j e—p ■叫 ,U，y，6,)^, 

次 (y,*) - (2*)-【， + "，>^ e^-'^a^y^^dQr, 

con suppaiO — 1, 2) 都位于某适当的锥邻域内.由假设 

(*,y,0,)€ 

Pi •/ \9i 

T*x\Oi (* t9w ) *^Cy,-9).r)€ r*y\0 

的每一个箭头都是微分同胚，而最下一行即局部锥形典则图象.主 
象征作为木上 的+阶 密度是 

«, — «i(*()' > »i)*y»5,(y, » i ))|D(9 i )I _ * Vdyd^, 

这里 （y,0 是次上的局部坐标，它是由 T*Y~ {(y tn )} 经微 
分同胚转移到 T*x 上的， 

DCvi )- det Uo ^ A )). 

iv,q>ie .) 构成 C 9i cx x yxR N i 的局部坐标， （y，*j)h^Or(y， 
&iiy t v)), 即图中的 9「 l .对 fliCy, *， 民）也可这样作出 

+阶密度内 

« 2 — «j(y(*.0 ,*,5i(«,0)l d(9j) I 
复合 A^A, (前面已指出它是有意义的）的分布核是 

(2*) - *- (W i +w » VJ |j 

x<ii(y，r， 氏) 

若记 少一奶 +奶可以算出 

£>(少）_ ler^DCyooc^), i^i - lej + |民|， 
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振幅函数是 AOd , 朽) 込 ） ier% 而主象征是 《 ，和 《 ，的 
“乘积” a ^ Oi 定义如下： 


ai°a 2 — aj(4r(y,»i),y,0,(y,n))o,(y(*^£) i *,0j(*.O) 

X I DC< Pl )DC<p l ) I VdydzdvdC. 

其振幅函数的增长 阶是％ +叫，即 S-.*-<X X z, A；oA；)/ 
S-. + -«-'(X X Z , A\oAd 之元. 

最后，关于 C 有界性，我们有 

定理 9.4.10 若 A € I\X X Y,^) 是造当的，/I是一局部锥 

彤典则图象，则 A ： Ll c (. y ,£ ii )- Li t XX , Q 0 是有界的. 

5. Sehradinger 方程.至此，我们巳经建立了 FIO 的整体 

理论，现在回到 H 中提出的物理问题，并以 Schrodingcr 方程为 

例看一看这个理论如何回答物理中提出的问題. 

S 2第二个例子给出了一维的定态 SchrBdingcr 方程 

_上_土4 + (八*) 一 £)— 0， (9.4.29) 

2 m 

不过在那里用 r 3 表示^ • FOO 的图象见图3,我们现在将它 

改为图7,在 S2 中用渐近方法求它的渐近解 

^(x,t) = d* s ⑷ a(* ， 0» 

(9.4.30) 

«(x,r) 有渐近展开式 

m 

y=o 

(9.4.31) 

因此 a(*, r) € S°(R* X 

K ~), Six ) 应适合光程方 
程 

[^(*)] ] + (70) ― E) - 0， (9.4.32) 

而渐近展式中的 «!((*) 依次适合传输方程. 

现在视为*■的函数并求 Fourier 变换 



S 1 



(9.4.33) 

我们不妨设 fl s 0 于 r < 0 处，容易看到 * 造合 

^3"+ (VOO - £) ^7-0. (9-4.34) 

OX * ot 

由图 7 可知，当 *<0 时，因 V (*) < JS , 上述方程是双曲 型的. 

以上我们看到，我们是在 Fourier 积分分布 IXR 1 , 中去 
求 （9.4.34) 之解的，这里《_2,即*与》, 0变量(即这里的 r ) 
个数 I . 

f 考半寸等 Lagrange 于枣 ▼/ Vcr * R *\0. 它应是二缠子流 

形.相函数是 < pC *,*, r ) ― »]. 因此 心 V _ 

Six ') — t — 0}，而 = {(*, r , g ),, < p ,), S (*) — t — 0} — {(*, 
吖 *), rS ' C *),— r )} ( r ^ O ), 很明显，它是一个锥流形.注意到 
相函数适合 (9.4.34) 的光程方程 

< p \ + 700 — £)9> i -0, (9.4.35) 

记 A , -• {(*•*»?*♦!»)}» 则这些分 量应由 Hamilton 方程组 

夺 -2 f ,, 4'- - 2(^(*) - E)^i 

ds ds 

- I * - K (*) 贫 ， d ^- o (9.4.36) 

ds ds 

给出.由最后一个方程得⑺ n S t , 但因由光程方程有 
5 l + ( F (*)-£)? i -0, 

所 以&乒 0,否则 G _ 0 而大 不应含有^ - 0的点. 
这样弋可以分成两个连通的分支，其中一个适合 1 > 0 ,另一 

个适合? ( <0,但是我们只考虑后一分支.因为参数 r =^ / 
在 >0，所以在 — 0} {(*, 5(*),75'(#), 

— r ), T _ 0} 中 |, = -r < 0. 因此在 （9,4.36) 中 £,- r <0. 

必要时作变量变换可以设 (9.4.36) 的初值是 K 0) _ 0, /(0)〜0, 
至于？《(0)，由 
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有 


li + CF(*)-£)$?-d 


S (0) - tKb - y ( o » - o 
(■图 7> 总之有以下的次特征带方程 

虎 ■ 2$” 1-^-- 2 r [ fi - K *)], J 營- - r 屮.(*)， 

1*(0) -0 ， Uo)-o, lg,(0) - 0. 

(9.4.37) 

它有一个首次积分髟+ ( n = o -£ V - 0,即 
4 t — ± ry/E — 

因由图7可见在 * = o ( 即 r _ o ) 附近 rc *) >0,所以 s/o 
应该下降，从而当，< 0 时匕 > 0, f > 0时& < 0,于是有 

f* — t*/ E — F(*), i < 0; it ― —t ^ E^—vije'), s 7> 0, 

以下分成几种情况来看：_ 

1° / <0. 这时 一 K *), 从而 

«= 2t-J E — V (*0, 

it 

~ — 2 r (£ — 7 (#)), 
as 

即 

办 — I / a / E — V ( ji ) , 

dt 

考虑到初值有 

> •— I %/ E — F(«) </jf. 

这样得到尖的第一个区图 

A — {(*，j。""/; ^— V(je)dx- t r Vfi — 7(sf), -t), 

!• > 0, * < 0}. 

它的局部坐标是 （*, o , 而相函数则是 
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(9.4.38) 


<p l {x,t,T') — r || V ® — V (*) ix — * j . 

2° J > 0. 这时 f , - - VE - VM , 而 

t - - jVfi - Vix ) dx . 

由此可得矣的第二个区图以及相函数的 表示： 

•A ： ■ {(*， 一 ^。 ^/E ~ Vix) dx\ ~r -n/B — V(*), —r)» 
r>0, * < 0}, 

— r [一 j o Ve~ Vix)dx — /|, (9.4.39) 

3° x - 0 附近.在 A lt A t 中都以 C* t r ) 为局部坐标，但现 
在要以 f 与为局部坐标了.在》= 0附近1^'00>0,所 
以 y _ KC *) 有反函数 * _ d { y \ 又因 

ijL _ ~ r » rc *) 9* 0 


(在， = 0附近），所以 

-T 5 -- —2 n /r 屮 *(*), 一 2(E —F(*))/rrOO. 

dlf dtf 

由前式立即可解出 POO — £ 一 V / r 1 (注意 P (0) _ B ), 或 

x — 8 {E — ijVr 1 )； 

而 

- 2 ( fi - n *)) 穸 (B - WO/r 


— —2 i^(E — W )/—• 

这里我们应用了 再注意到初值 

Ko) _ 0， ij(o) •- f*(o) _ 0， 

即可得出 

/ ™ — I 2” W (£ — rfd 

禱 ― d、E — ij 2 /^) — — j ， 0(£ — 
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于是得到的第三个区图以及相函数的 表示： 

4 _ {(0(£ - Wr 1 )， | 0(£ -V/r 1 ) 

一十 0(£ — 一 r), r > 0, |-^-| < sj. 

这里 |i| <8是为了保证反函数有定义.这个区图中的局部坐 
标是 u，f), 而相函 m 是 

— *n — »r — [sjSCfi — nVr 1 ) 

— tC^(E — W) ^ ■—十 j 0(E — jjVr 1 ))^! 

■ «! — »r — 1 0( B — (9.4.40) 

Maslov 增筚.前面讲 Maslov 指数都是对一个辛 
空间 Lagrange-Grassmann 流形 A ( it ) 而言的，现在要讨 论一个 
Lagrange 流形 的 Maslov 指数.对每一点（》， §)6 

T*X 可以作出一个辛空间 r ( ,. t ,(r*X), 从而有它的 Lagrange- 
Gmsmann 流形 A(T (l>i) CT*X)). 这样定义一个向暹:丛 A ( T * X ), 
在X 上取一个坐标邻域 ■**,*,), 于是可以把 A (. T * X ) 
在 U 上的部分同构于 U X A {«). 于是令 7； L 0,1]^ A 是 d 上 
—条曲线， r(0)-r(l)~r s . 和定义 Keller-Madov 线丛时一 
样,我们作 SUtV ) 为 V 的纤维的切空间， M 2 (r 0 ) 为 yl 在 
r 0 处的切空间， L。 是 Tr 0 (T*X) 的一个 Lagrange 子空间，且 
横截于 MA-U 2). 现在作 VK 7 V / M )) 的万有覆盖 
ACT To (T*aO), 并在其中选一个 元** 覆盖“如引理 9.3.20 那 
样.这样 yi 上的曲线可以被提升到 A( t _ x ), 成为一个非闭的 
曲线？在 VI上的投影可能穿过VI的若千个区图，因此我们把 
f 分成若干段 f - u 每一段 ff 都位于一个 K 图 RXAOO 

中.而且的终点即 ？ i+ , 的起点.由定理 9.3.21 

nirj ) — 的终点）的起点） 
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是有意义的，它的和就定义为 r 在 /I 上的 Maslov 指数, 
在具体计算 Maslov 指数时我们先用 （9.4.9) 式： 

N — rankyee = N — rank^««, 

因为 sgn 9 w = rank q5 6e (mod2), 所以由上式有 

N 一 sgaipge 篇 N — sgn 孕时 (mod 2), 

从而 


[(sgn — N 、一 (sgn ^>ee — W)] € Z. 


在我们的例中，-洽，而 /^ nMj - i .2) 非空，所 
以可以在中计算出 （ M .10) 的 m 

ff 0 i — y [(sgn q>'i — iV f ) — (sgn tpl' — N。）]. (9.4.41) 

这里 〆 ’是指对0变量的 Hess 矩阵, JV 是0变量的个数.对次有 
Ni-i (即为 r ), 而且奶对 r 是线性式，所以 q >" = 0. 但对 
4)，乂一 2 ()j 与 r )， 且 

W _ —Hess ( ,, t) //(ij, r)，H — j: — $) tfij. 

经过计算 

= — Zijr^Cfi — W )， 

w„ = vr 城 U-W), 

H „ = j ' - 6 VK £ _ WVn 

+ j:2»j l r -V.(S - ” Vr 2 )2W, 

——6 j 一 t) 2 Wv 

- l^&iE - W ). 


所以 
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» 2 v 2 r' 2 6XE - W) 


r 


V 


t 


n 


He$sc 1ir ^ 有两个特征值 l t =0, 1 2 ■ 一 （1 + W)»i 乂 芮此， 
由于在 4 中， »i ^ r V E 一「00而 r > 0，故 sgn H 胃 一 1 ， 
在 /i 2 中 j ?— 一飞 \JE — V ( jc ) 而 r > 0,故 sgnW -= l 4 这样有 
(7 0 , — 0, < r n — 1 # (9.4,42) 

令 a。_ 0， A ■ 0， (7j — 一 1 ，立即有 n — (?/• 

这样作出的 J 的作用在于利用 (9.4.7) 求出 Kdler-Masiov 线 
丛的迁移函数 P， 这就是 H5rmander 指数，也就是 Maslov 指数， 
所以我们得出相应于/!的三个区图次的 Maslov 指数为 
% _ 0， o*, _ 0, a 2 « — 1 # (9.4.43) 

^■十 （POO — £)|卷丰孥 f 印呼 f . 先局部地看 

(9.4.33). 囚为 a € 5°,而《 2 (尤与0 ，^ * 1 (O , 所以 

« + (» — 2/V)/4 «• m — 0,就是说 # € /°(RS/1). 在将《 对； r，> 
作二阶导数后，积分号下出现 f 2 , 因而 

dx 2 dt 1 

但因相函数适合光程方程，叫适合传输方程,这将使 r 1 与 r 的系 
数均为0,从而渐近方法应保证 

^ + (n*)-£)^-6 /°(RS A\ 

9x 2 dt z 

现在转到整体的考虑，在>1的各部分 P 之形状不同，况与》也不 
同，因此应取也不鬨，伹应保证 （9.4.7) 式成立，或化为 

f tf 'expCirW/4)a(ar,0 〉 V^c ■ exp(nrW/4)5(J,^)*>/ 

〆 ■ 十 ( 夕一 W + N ). 若 a € « S *， 则 a \/dc ^ 5* + T , 因为 》 与 

况以及 sgn 9 " 不同，所以我们在 /lu 上取振幅函数形如 r -^ c Xtif 
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礼 : Or ， r ， T )€ S ° 且当 *> 0 , r <0 时〜 - 0 ,在/ 1 0 上則取振 
幅函数为 「 in . 如(*,^ ;) 1 , 0 , 0 。€ 5 -\且在 ； ^ = 0 的某邻域外以 
及 r € 0 时％ = 0 . 总之我们应取_ 

« ■ «。十 ! + U ” 

»/- Ujt)- 1 j« f »/ • 山十 ■"V* 山 O*，f _ 1,2, 

ayes 0 且在 *> 0 和 t < 0 时旬- 0 , 

» 0 - ( 2 *)- wl jj ^• , '^>-« /1 a l (.x,t,r,7 l ')dvdi l . 

这里％ € fi , 在》 = 0 的某邻域外以及< 0 处为 0 ,积分号前 
的因子就是积分号下的 一《;/■», — d / 2 即 （ SM . 9 ) 

的一 今. 以下分 A ,,^ 讨论. 

在屯上因为 (» j , r ) 是局部坐标，故 *»=/( fi ， r )， ar =- K ^> 0 - 
除了相箜一个厂 i ( RSvl ) 的元,可以令 《 e - a O ： KU , r ), «是 
—个截断函数而在* = 0 的某邻域上为 1 ， « oC ^ Oe 厂 I ，而在 
r < 0 时为 0 . 因为 X(.T)/ri {X€ C - Ol 1 ), 在 r > 1 时 1 , 
Z < 0 时 Z « 0 ) 也属于 s - i , 故又可设 

a 0 — -S*. 

进 一步设 fl D ， d D 为一常数而相差一个一 " I " 
阶象征.因此 

« 0 - ( 2 rc )- 1/1 jj e i ^ u '^^~~ in ^^^a^(jx'id n dv ( mod / -1 ). 

在 4 ) 上， <P„ — XIJ— tr ~ j ' 5 所以 由 

方程 


以及 


9 >o, ■ * — d(E 一 »j 2 /r J ) ■ * 一 ~~ 0 

dn 


决定，如果在 T * R J ^ R 4 上以\ - n , 1,- r , V ' H , ^为新的 

坐标，则 S ( C n ) 应相应以下的+ 阶密度 


D (、， h ， - Vdi ^ dr . 

I>(* 山 ” ， T) 


将馬代人 ^ + ( r0e ) — £ ) 得到 

(2*)'^ jj e _.W.»>-f o.t-flWU 1 + (n») — E)r>] 

+ 2 ijfa ， ( ar ) + a" (,x~)} dt}dr. 

因为在 4 j 上 

”:+ (na - bv- «) ! + (n*) - £)c<p«)*- o. 

所以在次上 




+ (n») — 五） 


的主象征是 

«S。■ 2i«io«’(*)Z(r) -Jdi\dt, (9.4.44") 

V t 

在 1,2) 中， 1-/00, 所以除相差一顼 / -'( R 1 ,^) 

之元以外可设》，•与 * 无关.而作 必要的截断后 

Mi - (2*)-' [ «'V*- f - r »-" < ^(r)aj(*') < /r (mod 厂 1 )， 

这里 *( r ) 与《。之式相同， C •在 * > 0时为 ()♦ 
qo,- — t[ ± j E — V (*)rf* 一 ？]， 

从而由 

<p'i ，—■ ± j */E — V (*)</» — / 0 

定义.作变量变换- r *, i :- T , 则相应于的 f 密 

度是 
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I ^ u ± u ^ a.i 




现在求 If + WOO - £) ^ ■.因为 = 0, 可知 


+ ( KC *) - (2*)-» 

dx l dt l J 


{一蛾‘): + (POO-B)O 以] + i^Ci 

+ li a , + a { 1 X ( r)rfr (mod 厂 J ). 
ox J 

因此在 a 上 $ w i + crc *)- B ) a -^- 的主象征是 
ox 1 or 

h — t ^ ir ) |^-^- af ( x ) + 2 -^i 4 x 4 x 

— ±i_/(r)r[/w0t) 十 2^(«)flf<] 

声勿 V / F ^ TOO . (9乂45) 

总之， + ( K( >) - E ) 普 的主象征是 

在次 fl 4上 ： Si + i 0 ws 9 — i , + 

在 4 >n 木上：巧 + i 。、■ A — || 0 ， 

在々之互不相交的部分： 0 (；-0,1,2). 

最后计灯 《 Cr ,0 的主部，并由 Fourier 逆变换得出整体的 

♦ ♦參 _ • • • 

渐近解. 

直接计箅,利用相函数应满足光程方程，我们已得知 

^ + ( TO ) - B ) ff € 

dr 9 t J 

而且由此得出了它的主象征.为了使此式在 /°( R J /1) 中，应令上 
面算出的主象征为0,因此 

1°在4的不与相交处，有《(*)~1,从而自动有 

知 一 0. 

2° 在 AiO A 上应有 j , +«» — o , gp _ 

rtC*)r[^a,(*) + 2^a;00] • -yjdxdt 
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_ —2ia 0 < * ， C*)^( T ) -~ j =^ Vdi \ dt . 

V r 

但在木上 ij — Ta/e — ^(*0 ■ TfCaO, 所以 

dT\dr ~~ jdet( g”’ 1 ) 1 \tf'(_x')\dxdt 

(注窻 POO 是下降的).于是可得 

f(*)o,(ar) 4- 2p0e)a',(,x) — — 2 a^' C*) f>C») V |?*(*) I (9.4.46) 
在次\木上，《0)_0,上式成为0,从而此方程适用于整 
个 A. 

3° 在 A , f \ A 2 上应有 fa _:V。一 0,即 

一 * •Z(*)r > [p’0)a 1 (*) + 2p(*)aX*)] \f dxdx 
— i • 2ia^Xx)x(je) -j==.^/di[dT. 

伹在 At . >j — — rp ( je ), _ 

•Jdi^dt ■ T \/|〆 I »JdxdXy 

于是 _ 

〆(*)«“*)+ 2/>(*)aj(*) — 2ia 0 a’C*)K*)V |/(*) | . (9.4.47) 

同样这个方程也适用于整个本. 

若令 ^(*) = ^5+«,(*), 则由上面两个方程有 
pA 4- 2 pA ' ■ 0，或 ipA 1 ') — 0. 

At 

故— ccnst, 但因在 * — 0 附近所以 / O) ■ 0, 
而有« 2 (*) — — 因此只要从 (9.4.46) 解出 &(*) 即可. 
(9.4.46) 个常澉 分方程，连同初姶条件 ^(0) — 0, 可以 

得到 

o . C *) - [E — [一 VKdx . 

记 

Kin ')- - 7 = ——^- 

\/ 2 (£- n*)r 




即有 


(9.4.48) 


«1(*) ■ 

代人的式子即有 

+ a ^ in e h i-^ E - v ^ -*3- J/ *}r(r)rfT 

+ cz ^ r^jj 以[的-，卜叫〜 Acrvoo 

•-^=rfijrfr(mod r»(RSyl)). (9.4.49) 

V r 

它恰好是 

0U ， r) 〜 il^y i K(x'){~a^ u ll VE - vwit -^ 

+ ate «n e -iti^s.rw^Mi„} 

+ (2 «)叫 tf .[«--£?_ (9.4.50) 
对 r 的 Fourier 变换 • 

这样我们得出了上述问题的同样适用于焦散附近的整体 
渐近解.微分方程的整体渐近解是一个重要的数学问题.过去如 
Birkboff 等人的渐近解法都是局部的，而在焦散情况下有一 
些不能解释的现象.对这个问题最早的工作应归于 Maslov ^, 他 
并且由此提出了与 FIO 理论很相近的典则算子理论（见 Maslov 
和 Fedoryuk [1]，特别是 Maslov [2], 这是他的新著 .）， 近年 
来 Leray [ l ] 的工作又向前推进了一步.以上我们看到 FIO 的 
整体理论是怎样从数学上回答了这个问题，而从这里又引出了多 
少重要而深刻的数学概念. 


§5. 具有实主象征的主型 PsDO 
1. Egorov 相似性定理与 P « DO 的微馬部化简 FIO 理论的 
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直接来豫之一是求严格双曲算子的拟基本解.本节中，我们将考 
虑更广泛的一类问题，即主型箅子问题 .. 在这里， PsDO 的微苘 
部化简起了关蚀的作用.微局部化简的基本思 想为： 在微分方程 
的经典理论中我们可以 作变置 变换，即一个微分同胚= 
K *)， 而将 P (. x t D x )H — / 化为 P ( y ， D ,)2 — ?， « Cy ) = « C * Cy )'); 
并且认沟这两个方程是等价的，现在移到 T * X 中考虑 K *, 
可以作一个典则变换将它化为 p { y , v ), 这样 
仍认为汽*,仏)《-/与?是等价的.于是在经典 
理论中我们只允许在底空间 X 作微分同胚，而在微局部理沦中，则 
允许在余切丛■上作变换 y 0), 专\~* v = 
t ' y ' Mr 1 ?, 这当然是一个典则变换，所以我们甚至允许作 ii 一 
般的典则变换.这样作，由于活动的余地更大，所以 ?(*,£)) 可以 
笮 f 郎增化为很简单的问题 在于： 在象 5 E 空间 
S m iX X R -) (我们只看 PsDO ) 中的典则变换在算子空间 i _ U ) 
中相应于什么？答 案是： 相应于用 FIO 作相似变换(或称为共轭 
( conjugation )). 实际上第八章§ 3中讲的 Darboux 定理（定理 
S .3.9; 定理 8 A 1 2 ) 都是化某一函数 p { x , E ) 为模型形式％,所以 
相应于每一个辛几何的化为模型形式的定理都应有 FIO 理论中 
—个相应的定理 . Egorov 定理就是其中最基本的 一个.这个结 
果最初以摘要形式发表在 Eg 0r0v U 〗 中，证明全文可以参看 
Egorov [2], 关于辛几何中的标准形问题可 以参身 HSrmander 
[5] 第三卷第二十一章. 

在介绍著名的 Egorov 定理前，我们先定义椭圆 FIO: 若 
we 尸 cxxy，/) 在 cr*x\0) x (r*y x o) 中某个开锥形集 
n x n 中主象征在 a ' 上不为 o , 则说3在那里进《阶椭圆 
FI 0； 或者若 3( 微)局部地表为 

(2*)-(.+ 卽 1 j e^-^aix^^dd, 

则假设条件衷为 

U (*， y ，0)| (叫充分大） (9.5.1) 



(这里略去了 如果用/上的坐标 （ y ,0, 则有 

UWy,0,y,eCy„))[ 

( UI 充分大). * * (9.5.2) 

当 j 为椭圆 fio 时,可以作出它的近似逆 B , 事实上，这时 
与 AA * 都是 n ： X r ? 中的 2 «»阶椭圆 PsDO , 因而有拟 
基本解 MM )- 1 和 （/ f )- 1 .令 

B, =■ iA*AY l A* t S r - A*iAA*y\ 

则容易看到，因为和 AA* 都是 PsDO , 故 
B,A ~ AB, 〜 I mod 厂~ 于 r ? 中. 

由 B t A 〜 / 有 BiAB , B ,, 同理 B [ AB , ~ B t , 所以 〜 B ,. 
记它的等价类为 B , 则 B 是3的近似逆.所有这一切均为 mod 
一个微局部光滑化算子而言的. 

现设 X ~ y , 若 FIO j 是零阶椭圆的，而且 

AA *^ I (这时自然有 A * A ~ /), (9.5.3) 

就说3是一个酉 FIO . 由有界性定理(例如定理 9.4.10) 稍加修改 
可知 


A, i€R, 

是有界的.酉 FIO 的概念也可以微局部化,这一点留待读者自行 
完成.关于它的主象征应有 

=1. (9-5.4) 

/I D ( x , y , d ) I 

设 P € L -( X ). 因为由 （9.5.3： M * 可以认为 A*PA 
即是相似变换 A ~ l PA . Egorov 定理 是说，微局部 地看一 定可以 
找到椭圆的酉 FIO Z 使 A * PA ~ D m „ 这个定理形式上很象线 
性代数中矩阵——即&上的线性算子——化为对角形的定理. 
例如酉矩阵 P —定可以用酉矩阵^经相似变换(亦即 共轭〉 化为对 
角形.从这个角度来看， Egorov 定理是一种量子化的化对角形 
定理， 这个想法在现代的偏微分算子理论中是有很大潜力的，例 
如可以参看 Feffermantl]. 我们提到“量子化 ”一词，是闲为经典 
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力学中 的物理 量是用 普通的 函数表 示的，而 在量子力学中则用算 
子表示.这里的对应关系就是所谓量子化.这个想法则在 S 本佐 
藤学派的工作中有了发展. 

现在给出并证明著名的 Egorov 定理. 

定理 9.5.1 (Egorov 相似性定理）设4是一锥形典则变换 

x : — t * x \ o 的图象， ^ f /- cxxy,se 

r"CY x x t or 1 )’； 均为适当的.若 pe i/*uo 是一适 

当的 P 阶 PsDO , 则 BPA € L ^( y ) 也是适当的 PsDO 若记？为 
P 的主 象征， ^为的主象征 ，则 BPA 的主象征是 cipo x -). 

证.因为所论及的算子都是适当的，所以定理中所涉及的算 
子的 复合都 是有意义的.由定理 9.2.5 和定理 9.4.9, 两个 FIO 的 
复合相当于典则关系的复合，其阶数为各因子阶数之和. P.^DO 
作为一个 FIO 对应的典则变换是恒等变换.所以 

Y , A ', 又因 s 对应的 典则变换是； T 1 , 所以 BPA € 

/-( y ， U _ M ： n , 进而 BPA € L - CY ) 仍是 m 阶 PsDO . 由 f ： 理 
9 . 4 .9， M 的主象征是 j 的主象征乘以？的主象征上升到 r - 二 .J 
上 C 通过 { Or , 0)， —(*,, p ,) er * x \ o 这一微分同 an , 
亦即/ 的主象征乘以 po X , 后者定义在 r * y \ o 上.现在$ 
R € F ( y ) 以沪 z 为主象征，则 PA~ARi /-^ 1 .双方再作， Tj 
以 fl 即得 BPA - BAR € 而定理得证 • 

注，我们证明的实际上比定理前说的稍少一点.若敢2为％— 
阶椭圆 FIO , B = A *, 则因 SW - A*A 〜所以 SW 的主 
象征是 | o (*, y , fi ) l I | i )(9.)|- 1 -1. 因此有 WPWeL "( y ) 而 
且主象征即 poX . 

现在就可以给出适当的 PsDO PO ， D )€ l ^ CX ) 的微局部化 
简了，这时我们先用一个阶椭圆 PsDO 与 P 复合， 得出一 
个一阶 PsDO , 因此我们以下恒设 P 是一阶的_ 

定理 9. S .2 设是一个适当的 PsDO , 其主象征 P , 
是实值的一次正齐性的•令 〆 *•, 石 ）一 0, U,?»)e 而 



且？的 Hamilton 场在（*。， &) 点与锥轴线性无关；令 Z: 
T * X \ Q ~* T * B \ 0 映（0, 6 ,)的某个锥邻域为0 (| ，^ | )6 3^^\0的 
—个锥邻域，而且 p ° x - 于是对任意的 peR 恒可找到两个 

适当的 FIO A € r(X X R *, A ’） 与 l ~ KR ' x X , C ^ T 1 )’） 
使得 


BPA — D | = 0 (mod L w ") 

在 (0,8.) 的某个锥邻域中成立，而且关于波前集有以下的 结论： 

1. 分别含于 O „ G 0， e ,) 与 C 0，〜 ;； C () ， f 。) 
的适当的锥邻域中； 

2 . (.x„^,x t ,^WF'(.AB~n, {O^O^J^IVFXBA- 

o ； 

3. ( x „ lo ； * 0 » ft ) s . WF\AD,B - P ), (0, e .; 0, e .) !&. 
WF'iBPA — !>,). 

以上， e _ *= (0,0,- • -, J ). 

证.关于主象征 f 与不平行（即线性无关 ) 的条件是很重 
要的，因为关于锥形典则变换的定理 8.3.12 要求它，由它得知确 
实存在定理条件中的 Z : (*, f ) h ^( y ， 心使 poX - Vl . 于是由定 
理 9.5.1 知对任意 ^6 R 存在式6尸 ( XXR*;yO 使 WF' U .) 
位于 0, ej 的某个锥邻域中，而且4在该锥邻域中是椭 
圆的.同样存在 Sj X X, ( AT 1 ) (例如敢为 W 的近似 

逆，使得 》 Kmod L _~)) 在 (0,6.;*,,, § 0 )的某个 

锥邻域中是椭圆的，且含于该锥邻域，使得按定理 9.5.1 
Q€L\ 

对于迄今得出的次和关于波前集的论断1,2均成立， 
而余下的问题只在于我们有 

B t PA t — Dy+ Q modL '~, Q^V (9.5.5) 

而需要去掉这里的方法仍是求 PsDO 的拟基本解的方法.我 
们的目的是要再作出两个零阶的于相应锥邻域中为椭圆的 PsDO 
次与圮使 A t B t = B.A, = 1 ( modL —), 而且 B i {D l +Q')A 1 - 
- D,s 0 ( modL -). 令 2 的主象征为 q\A t 待求的主象征为 



0 °, 则我们的目的是 ‘( D t + QUi - AD , « o (mod ZT * 0 ) 或 
[ D„^J + QA 2 = 0( modL "* > ), 对于丰象征即为 

<{>? i » a fl } + 9 0 «* - 0. (9.5.6) 

这是关于的常微分方程，取其一解 

o °( y »5 j ) = exp Oty't > l ) s a . (9.5.7) 

于是可以作出 A "€ L ", 然后再递推迪作 / ezr *( B ") 使 
+ A 1 + ...+/] 

+ Q ( A " + / + •"+/) € 

为此又要解一个类似于 (9.5.6) 的常微分方程 

iiviyo 1 } + ?° a ; — r 卜、 (9.5.8) 

V 是待求的 /的主 象征， r 〃 l 是的巳知表达式.作 
Ai ~ A " + A 1 + '• • +/+••• 

令足_ Hr 1 即得次与最后令 s -> B . B ,, A - 4名，由 
(9.5.5) 有 

BPA b D x modL " 0 *, 

. (9.5.9) 

P ™ AD t B modL —. J 

它们都在相应的锥邻域中成立，因此关于波前集的论断 3 成立.将 
A „ B , 改为显然不影响关于波前集的论断 1 , 2 . 定理证毕. 

P = DO 的橄局部化简是一个十分有力的工具，现在我们简单 
叙述一下有关的迸一步的重要结果，其证明请读者査阅有关的文 

献. 

P 的主象征取复值的情况与上面的结果完全不同.这首先是 
因为 Char P - p -'(0) 的几何特性与 f 取实值时完全不同了.现 
在它是由 Rep — 0, Imp _ 0所决定的余维数2的簇，因而可能 
不是一个流彩.如果当 f _0 时 { Rep , Imp } - 0,则 P 可以微 
局部地化为 Cauchy-Riemann 算子认+ » D 2 . 如果当 /* = 0时 
{ Re 夕， Imp } 0 (Lewy 算子 D , + iD : + + i *!) D , 就是一 

个例子），则一个槙型算子是这一类算子 D , + ixtD 1 
是很有意义的，当々为 偶时， 它的性质与 Cauchy-Ricmnim 算 



子相近;而当 々为奇 时则与 Lewy 算子相近.这类算子首先是由 
灌畑茂 [11 提出的.关于这些间理的详聲的讨论可以参看 HSrm »- 
nder [5] 第四桊第 W 章,那里有详尽的文献. 

2•具实主象征的 P » DO 的奇性传播走理.解的奇性的研究 

是偏微分算子理论的根本问题之一.对于椭圆算子 P ， 若 
c -, 自然有 c -. 这个性质称为亚椭圆性，而具有亚椭圆性的 
算子也就称为亚椭圆算子.这可以算作是奇性传播问题的一个极 
端： 因为当没有奇性时，》也没有奇性,所以就无所谓奇性传 
播问题.另一类群子如双曲算子，经典理论中 有大貴 的结果—— 
关于有限传播速度的种种结论一说明解的奇性沿特征传播.然 
而进一步的讨论必须在微局部的框架里进行.只要看一个例子就 
明白这个理由了.例如考虑平面波 Kw _ *)( 这里我们略去了 
时间》，如上一节我们讨论定态 Schradinger 方程时就指出过怎样 
略去0,在波前面« ♦ * - coast 上，并没有任何奇性，因为平 

番 

面波是沿着波向量 w — («•„ •••»,)，》 • *_ 2*/• 方向 

传播的，所以说，奇性传播应有一定的方向，很容^看出，是与 
* 对偶的变量,也就是 T * X 中的纤维变量正因为这个原因， 
上册第四章 S 5 指出，刻划波的传播应该在余切丛内进行，并且提 
出波前集的概念 I 所以，下面要讲的奇性传播定理都是关于波前 
集的，这是关于奇性传播的研究进一步精确化的表现.从物理上 
看，光的传播有光线的概念，在数学上，我们要证明的可以说就是 
奇性沿次特征传播.具体说，设3是一个 PsDO , «是 Au 的 
您 ‘ V 0 解， d 的特征集 CUtAdT * X \0 即适合的 
U ，0, 5^0之集， 〆 *,#)是2的主象征.所谓次特征带即 
Hamilton 场 H , 在 T*X 中的积分 曲线， 

〜含 m (㈣) 

我们设想的结果 是：若 O 。， 匕）€ 则过 U 0 , 

id 的零次特 征带： « - SCO , »6 R } 是 （9.5.10) 的 
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积分曲线，而且{ 〆 》(*)， ?(/)) - 0} CI ^ F («)\^ F (^«). 用 
〆〆 》)， K 0) = 0这样的条件是因为 , f * u ,5) 是 （9.5.10) 的初积 
分,因此若 (*„§«)€ Char 则该次特征带原在 Char /内.以 
下若无特殊声明，次特征带恒指零次特征带.总之，在数学上我 
们想 证明的 结果就说成是 H ^(«) WFU <0 在 Hamilton 流 
(9.5.10) 下不变. 

但是有两种情况使这个性质平凡地成立.其一是（^， &) 为 
的 奇点： 0. 这时，次特征带即 

*(0 ^ *0, 1(0 = | 0 (v»eR), 

即缩为一点.当然这时它恒在妒 F («)\ lKF ( jiO 内.另一情况 
是与过该点的锥轴 f | 平行.由于？对 f 是齐性的， 
所以在过该点的纤维 f r € R 上二者也平行： 

若选用参数易见 X — x „, ^ 5exp (| 0 a ( r ) rfr ) —片》满足方程 

夺 _ 0，— 

it it 

但 cxp ^' OV ^ > 0,从而 U D , g 。） （即过 （知， 的纤 
维)是 Hanilton 场的积分曲线，而因为是锥 
形集，这一积分曲线全含于其中.因此在下面将要讨论的一类 
PsDO 中将把这两种平凡的情况排除(合并起来说成是 H , 与锥轴 
线性无关). 

至此，我们可以提出本节的主要结果了. 

定理 9.5.3 令 X 为一微分流形， P € L _( X ) 为一 适当的 
PsDO , 其主象征 〆 为实值的，对1为《«次亚齐性的函 
数_ 若 #€纫'(尤）使；>«-则 tKF (»)\ m /) C ： CIia r p , 而且 
在 Hamilton 场下不变. 

证， 由上册第五窣定理 5. 4 .9( p .2 9 6) 可知 
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VF («) CtFF ( OUCW , 

所以只浦证明在下不变.为此取 U , | ( )€ 
则当与後点锥轴线性相关时,结论巳 
经明白，故可再设 n r ix t , 与该点锥轴线性无关，从而可以应 

用定理 9 .5. 2 将1>微局部地 化为认 （先 需用一 个椭圆 PsDO A € 
与尸 复合将 7 •化为一阶，这样作不会影响 /^(O ) 与之积 
分曲线），于是我们先讨论特例 

0,«- / , (9.5.11) 

现在我们要应用的拟基本解， 

E *(*， y ) ■ ± iH (*, — y ,)«(* — /). 

并且讨论它们作为 ^ XB - X R-) 的元之波前集.这里得到的结 
果,都将在本节第4段中详细证明（见 728-730 页），其基本的结 
果即下面的定理 9.5.9, 




这里，是 ( T*(R-)\0) x (r*(R»)\0) 的对角集 

f ^ 0>. 

C ? 是以下典列关系中与 *,< y t 的部分： 

C * — — 〆 ,互1 — m _ 0»扩 — V ^ o >. 

现在回到方程—先看并令 d |V -l 
于是 */ — E*g — E ~ g , 而有 


FrF(f-)C[TTFC«)UCr°H"FCO] 

n[H^O)UCr°H^(j)] (9.5.12) 

(详见第一卷第四章定理 4.5.1fi, 2 42 页).现回到方程 (9.5.11). 
D , 的次特征带是 {(*0^0) + *^}, 是*!方向的单位向量.设 

(^^o)€IFF(«)WF(n, 则当 1»1 充分小时 （*o, fo) + 
H^(0 .取 ?>(*)€ C； 使之在 *o 附近 <p« 1. 而且在 Supp <p 
中 I*—«]| < 8^8 充分小）令 v ^ cpu , D ^ v^e — <p/ + uD , q >, 
WFC / pf ) 中也不含（勒， 6) 十 A 形之点，但 U,go)6^(*-)\ 



WF ( g ), 故由 (9.5.12), (x 0 ,?o) + «.€lFF(«). 详细的讨论可 
见 Ouistermaat and Hormander [1 ], p. 230. 因此定 理之特 
例得证 . 

在一般情况下，有 3 和 5 使 A — 令 

5 — Bui 您， (X )， 


因为 


D,« - (D, — BPA)Bu + BK^B — />+ Bf, 

由定理 9.5.2 关于波前集的论靳2和3知 （0, 

— 方面，由于 （ r 0 ， f 0 )€ ITF («)，《=(/— JB )» + A ，(* o »§ o ) i 
WPiU - ^B)«X0,s.)f WF{u). 这个结论可以由上册第四章 
定理 4.5.16, p. 242得出.于是由上述特例，对充分小的 |*J 
0,6.)€ WF^v). 再由 WFiv'iCX^WFi.u) 可知 WF(,u) 含有 
上述曲线在 Z 下的象，但{(4,0,%). |川充分小1是 A 的经过 
(0,«,)的次特征带.因为在典则变换X下， Hamilton 场不变，所 
以这一段次特征带在 Z 下的象就是 H p 的一小 段次特征带.证 
毕. 

在应用上,时常需要考虑 Sobolev 空间 H* 中奇性传播定理. 
这时先需介绍《在（知，微局部地属于的意义，记作 《e 
奶>”心). 

定义 9.S.4 或记作 》)£ 识 F,U, 即指》可 

以表为 « — «1 + « it 其中》,€/?，而 Ua，？*) 玟 

定理 9.5.S 若《€谬’(；0, J" 是定理 9.5.3 中算子 P 的一段 
连通的次特征带，而且 /n»^,(P«)=0, 则或者 
或者 0. 

这个定理的征明并不困难，而可以完全仿照定理 9.5.3, 但諸 
应用 PsDO 及其拟 S 本解在 Sobolev 空间中的有界性.但在下一 
章讲非线性微局部分折时，我们将用另一个方法证明这个定理. 

3. 主型算子的存在性定理. 奇性传播定理不但本身是重要 
的，而且在解决线性偏微分算子的基本问題—— 解 的存在问题上 



也是基本的工具.现在我们划分出一类重要的算子一主型算子 
来，从它的定义中可以看到在前面的讨论中已将不符合此定义的 
算子作为平凡情况排除了. 

J6X 9.5.8 设 P 是微分流形X上的适当的《阶 PsDO： 
L-(X ), 而且其主象征取实值，对 S 为次正齐性•若 

在 CharPcmVl 上与锥轴 f $均线性无关，则称 P 为X 

上昂繆于 • 

_ 首先梅圆算子是主型的，因为 CliarT* 是 

空集.严格双曲算子也是主型的,因为它们都具单特征，即 

/>■(*(!，吾。） — 0, f。— 0 ♦ d t p m (.x tf it) 9* o. 

若有 

只~(*0»^1) =1 在0最，尹0， ar a e X 

(自然有 a 尹0,否则 d t p m (x tt 5,) - 0), 则由关于齐性函数的 
Euler 恒等式 

m — — < J » 

而与 f 。 尹 0矛盾. 

下面看一个著名的例子—— Tricomi 算子 P_ ySi +與，在 
y>o 处它是椭圆型的， y < 0处是严格双曲的，所以称为 f ■学 f 
的.它的主象征是 一 (托1 十 G ). 所以在 y = o 处 _ _ ■ 

f, ， S,) — si, 

相应的 Hamilton 场是（0,—2|,3,;0 若要它与 ^, 0 tl + 

SAy 平行就要6 _ 5, - 0,而这是排除了的.所以 Tricomi 
算子是主型算子，但它却在 y = 0处有重 特征： O,o;h，o) 是 

_ 0的二重5点. 

担是热算子不是主型算子，因为久一 ai 的主象征是 ft - 
H , 在特征点 K *, y ; 0, _ 0} 处 ， Hamilton 场为0,它 

目然与锥轴线性相关. 

由于通过辛形式 w 能陡变为 d Pm , §d t 变为基本1一 
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形式 _ ^ dx , 所以主型定义的条件可改述为却与线性 
无关.以下，由于我们主要解决存在问騍，主型算子的定义还要稍 
加改变，见定义 9.5.8. 下面是关于存在性的主要结果. 

定理 9*5.7 设是适当的，其主象征 〆 : r ,?) 取实 
值且对5为™次正齐性.令 K ^ X 是一紧集使 P 的任一完全的 
次特征带都不会完全停留在 K 的上方.则 


AT ( K ) - { p € sXK ), P*v — 0} (9.5.13) 

是 Cf ( K ) 的有限维子空间而且正交于 P 逆 ^( X ) .若^ 

(或 / ec ") 且 f 正交于 WCK ), 则必可找到 ' U ) 
(或 * ec -) 使在 k 的某邻域中 /. 

定理的叙述中提到完全的次特征带 是指： Hamilton 方程组 
是自治方程组，故其积分曲线 （* G ), K 0) 恒定义于 B 上，完全 
次特征带即 {(*0), 定理中关于完全次特征带的 

条件与与锥轴线性无关条件是有关系的.因若与 

■平行，则过 U 。,!。） 的纤维 { U , 沁)， p >0} 就是一条完全 

停留于紧集 K _ {々}上的完全次特征带. 

定理的证明. 由上面的说明 H f 与锥轴必线性无关，而对于 
具有实主象征的 PsDO , P * 的主象征与 P 的主象征完全相同.由 
此容易看到， t -€ W ( K ) CC - t 因为若非空，则^ ^ P (〃) C ： 
mppp ^ K 而完全次特征带必停留在 K 上.由闭图象定理， W ( K ) 
中的拓扑与拓扑等价.但这意味着 wu ) 中在 f 意义下 
的单位球必为紧集，因此 dhnWCJO < 00. 

若将定理改述为完全次特征带不能永远停留在 K 的任意小紧 
邻域 K ' 上，定理中的假设仍将成立.为此，不妨设 m = l , 并将完全 
次特征带看作余切球丛 S % X ) 上的曲线.如果对 K 的任一紧邻域 
K ' 此完全次特征带均在 K ' 上方,则此曲线必为 J *( K ) 上的紧集， 
从而次特征带完全位于 K 上,又因 dimMK ') 随 K ' 减少，且只能取 
E 整数值，故从某个充分接近 K 的 K ' 起， dimAf ( JO = dimW ( K ), 

W ( K ) 与 ? S )\ X ) 正交是明显的， 





用 U • 11,表示支集在X之某一固定紧集内的广义函数的范 
数 (如杲 该范数存在的话），因为 由窜理 9.5.5, 

再由闭图象定理知，必存在常数 C >0 使 
Wl* + — ! < C(||PV||, + WU_-> € Cr(K). (9.5.H) 
令 F •为 MK ) 在中的补空间，今证必有常数^。 

< c t \\ p * v \\, «e vnCo ° CK ). (9.5.15) 

设若不然必有一串 q e P 使 11^,11,-^ o , - L . 由此可 

以 设朽在 中弱收 敛》 但由此有 *»/ 在 H '^ 中强收敛于 
**€7, 而由 （9.5.14) 有 

1 < ^ ll *» IL +—». p*v — 0, 

这样得到 r nw(K) 中一个非零元这当然是不可能的. 

若 M HU« 正交于 NCK ), 令；_ 1 一 * 一,，并用 (9.5.15) 
有 

IC/,«-)| <c||p*i.|| ( , i*€C?0O. 

由 Hahn-Banach 定理知，必存在使 

e-e C a -(K), (9.5.16) 

因此知在尺内有 h 将此结果用于 K' 则知上式在 f 内成 

立. 

为证明情况，记 C *( K ) 为 C -( X ) 对于在 K 上无限阶 
为0的函数空间的商空间，其上陚以商拓扑， C~(K) 的对偶空间 
即 ，(K). 为证明 C-(K) 的象正交于 WU), 只需证 
明产'⑻在冲弱闭即可，亦即证明 P*'(K) 与 H ! n^'(KO 
中的单位球的交对任意 MR 与任意紧集 K t mX 均为弱闭即可. 
但由 t > WO , P * t >€ H ' 可得 再用 （9.5.15), 将 f 

分解为 〜十 (^ qeJVCK), 因为这些 

^(K ) 之集为弱紧且_ P * p „ 即知定理得证. 

由于这个定理的条件中对主型条件略有修改，因此在许多文 
献中使用了以下的定义. 

定义9«5.8令 f »€ L_ 昜适当的，其主象 征〆: c,|) 取实值且 



对 f 为* 次正齐性.若对 X 之任一紧集 X , P 的任一完全次特征 

带都不会永远停留在 K 上,则称是的实主塱算子. 

4.实主型算子的桕基 本解. 应用 PsDO 的微局部化简可以 
求出具有实主象征的 PsDO 的双侧拟基本解.下面我们只对模 
塱算子作诨细的讨论，对~般愴况只给出结果. 

的基本解即 D ,,£ — s (* — y ) 的解.记 * _ (*„ *') 
y - Cy ., /), 我们将区别其前向与后向基本解，即支集分别位于 
处的基本解.由于 
«(* — >) — »(*! — y^sCx' — y)» 

所以容易看到其前向与后向基本解分別为 

B + (*,y) — iH(, Xi — y,)5(y — /), 

E - (»， y ) — — iHCy , —々)》(*’一 y ’). 

丑是 Heavbide 函数，而上面的积既可了解为直积又可了解为广 
义函数的乘积，因为它符合上册第四章定理 4.5.14( p . 238) 的条件. 
下面我们着重讨论 5*(*,?) 作为逆 '( R * X B -) 之元的波前集. 

我们的讨论分两个情况进行.前于 EXx , y ) (或者对于 
石 _ (*， y ))， 当 * i>yi ( 或 ACy ，） 时， 

B + (*, y )- C 2 n )- c - u |- j (9.5.18) 

对 E ~{ x , y ) 也有相似的结果. (9.5.18) 除一个常数因子外是 
ICXR ■的子空间 x '- y'-O (余维数为 《— I )上的 Dine 分 
布，记 T ( R - X R *) 之元即切向置为 

(. Sx , Sy ) •^( Sx lt 8 x \ 3 y l , 8 y , ') > 

则 - 0的切向量即上述各元中之适合 a *'- 卽'者.所 
以 * '一 y ，- o 的余法向置是 r*ar x K ，)\ o 之元 （&, 广* k , 
V )， f 卢0， J ] # 0中之适合 

^idxi + S'dx' + jj,5y, + ii'Sx' — 0 
者，亦即 S ' _ — Vi 由上册第四章 S 5 例 3( P . 225) 

知，波前集的这一部分是 

Ci + — {0 ， f;y，”）， 〆 _ 〆， li ■ n. _ 0 ， 
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I * — V — 0, *i > y .>. 

再看 a — h 的情况.因为 e + 作为— yi) 与 «(*—>') 
之乘积，前者作为纫 XJf xKO 之先，波前集 

J^FCHCx, — y,))Cvl 1 -= {(*, y, »|), 

*1 = yi. §i — —»ii 尹 0 ， o>. 

类似地， WFisCx' — y'))C/l, — *’=y’，li=iii = 

0,r--V^0}. 由乘积波前集的公式（上册第四章 S5 定理 

4.5.14, p.238 ), 因为 

/*! + ili — S ¥= 0}, 

所以 

Si — —»ii 5* 0 ，疒 =V — 0,», — yi}U{(*»S»*,n)* 
fl — J?1 — 0 ， f’ _ —1)' 5* o}. 

当 # ，时， _ 0, 所以上式可以化为 

5 ^ 0}. (9.5.19) 

但是另一方面 

WF(.E*')^)WFiD x E + )-' WFidix—y)) 

— {(*,|；*,—1),| 5* o}. 

与 （9.5.19) 比较即有 

连同前面所得，有 

妒 f'CE + ) - CrU{^,f；ar,f),f^0}, 

但后一项即 (r*R-\0) X (T*R'\0) 的对角集 A*, 所以 

WF'iE*)- CfUA *. (9.5.20+) 

同理 

WF\E~') - CrUA*. (9.5.20,) 

这里我们特别注意的是 

Cfucr— Cl — x' — /, 

fi ― > J | — — V 尹 0}. 

如果视 x\y t r,^ 均为固定，它就是 D : 的次特征带 



dx x 

it 


- 1 ， 莹 _0 . f - 0 . 


*iK-» — yi. **(,-9= y, ?L-o — (o.v) 

的图象.因为 Hamilton 流是 T*R-\0 - T*R'\0 的典则变换, 
所以 C, 是一个典则关系称为冬雙坪考系 • 

我们还要注意， . 


<£ + - £-)(».y)=- j e'^-^idd t 

这是一个 Fourier 积分分布，其相函数是 <p - <* '—广 ，的 •因 
此 C, = {(*,y,0), x ' — y, 0 5* 0}, 相应的锥形 Lagrange 子流 
形是 {(*»5;y*n)j *' — y'i 石 ■ >h ■ o» r _ — 关 o}» 即 c;. 
由于其振幅函数的增长阶为 0,0 变量缋数 AT-<t~l, (*,y) 之 
维数为2»，故 Fourier 积分分布之阶《适合 
m + (2” 一 2(» — 1))/4 —• 0 

或 „ « 一 所以 

(E + — £-)(*,y)€ /-*(«■ X R%C；). 

如果作 ze c-(R- X RM, 而且在对角集附近为 o, 有 
XE ± 6 X R",C；), 

因为在 suppZ 上 E + ■ 0或 B _ — 0, 

总结起来，有 

走理 9.S.9 K •中的化的前向与后向基本解护的波前集 
WF >{ E ^)~ CfOA % 这里 C,* 是次特征关系（即次特怔带图象) 
C, — {(*, y't li — »?i — o, p _ 0} 

之前向（為 >h) 与后向 （*,<?!) 部分， A* 是 (r*R-\0) X 
(r*R_\0) 的对角集. （E + — £-)(*, y) € ri ( R a X R-, C;)， 
Zfih /-i(R* X R-.C), 这里 ze C-(R- X R-) 在对角集附近为 
0. 

对于一般的实主型 PsDOP€L-, 也可以定义其次特征关系 




C — {(»，！; y ，”)，(》，5)，( y ，”）€ Char 沪， 

(*，l) 与 Cy.O 在同一次特征带上 }• 

若用一 个椭圆 i—»* 阶适当的 PsDO 与/>复合，对 P 的主象征只 
是乘上了一个非零函数，因而不影响其次特征带，所以这时不妨设 
m - 1, C 也是一个典则关系，而且在X (r*R_v>) 中 
为闭.作一个典则变换，可以在次特征关系附近将？化为 D,. 但 
是还需要对加上所谓“拟凸"条件才能对次特征带得到我们所需 
的性质，这种拟凸条件躭是关于次特征带整体性态的一种条件. 

关于前向与后向基本解也 S 要作一些说明，在认的特 例下， 
是以 *i > y 丨或 * i < y , 划分的，而 * ，— y ! 在(^上相应于 
Cia ~ — o»r 5* 0} 

是 CharP X CharP 的对角集 A，. 现在，次特征关系(:也将被 
分为不相交的两部分 C + 与 C、 而可以得到两个相应的拟基本解 
£ + 与£'只能得到拟基本解是因为在作撖局部化简时会出现一 
个余项. 

总之，我们可以证明：若 Pe L •是 x 中的实主型 Psdo 而且 
X对 P 为拟凸的，则必有 P 的拟基本解使 

- A*UC a , 

a # 是 Cr*Ao) x (r*x\o> 的对角集.任意波前集适合以上条 
件的拟基本解 mode - 必为 £*, 对任意 m 。 叫 ex ) 一 
是连续的，而且 E + -E-ehi(xxx，c')， 且 
在上是椭圆的. 

这个重要结果的证明可以参肴 HBrmander [5] 第四卷第 2 6 
章.至此，我们讨论的中心是主型算子的可解性问题.1946年 
Petrowsky 在一篇著名的总结文章⑴中写道： -一般 说来，甚至对 
最筒单的非解析方程，我们还不知道它是否有解.研究这个问题 
是很重要的."自那时起有了许多重要的结果，首先是有了 Hans 
Lcwy 的反例使这个问题更加样明、尖锐.对具有实主象征的情 
况 a 经有很完满的结果，然而对一般情況，我们虽有很好的关于 



局部可解的必要条件或充分条件，问题一直没有完全解决.关于 
这个问题除上述 HSrmandcr [51 第四卷第26章外，最徉尽的总 
结是 HSrmandcr [3] (还有 [4]), 其中附有详细的文献 . Egorov 
CEropoB ) 的专著 [3] 对此问題作了从基本知识开始的介绍， 



第十章非线性微局部分析 


自60年代和70年代出现了 PsDO 理论和 FIO 理论以来，线 
性偏微分算子理论巳经成熟，人们自然地想到把这 一套理 论用于 
处理非线性问题，因为在非线性偏微分方程理论的研究中，人们 
使用的最广泛的方法就是所谓线性化技巧.现在，在线性理论中 
既然已经有了十分有力的微局部分析的方法，人们自然也就希望 
建立非线性的微局部分析.非线性偏微分方程是一个极为广泛的 
领域，因为它们所反映和表现的物理和几何问题是如此的多种多 
样，所以至今谈不上有系统的非线性偏微分方程理论.比较完整、 
成熟的是非线性椭圆型方程.研究非线性椭圆型方程在许多时候 
是研究它们的线性化算子.但是古典的线性化方法所给出的线性 
算子的系数只有有限的光滑性，而现有的拟微分算子理论及其象 
征计算都是以 C~ 函数理论为基础的，为了克服这个困难， J. M. 
Bony [I]在1981年建立了非线性方程的仿线性化以及相应的仿 
它使我们得到一个与之相应的线性 方程. 对仿微 
厶# 丰应的象征计算.这个理论可以说是以有限光清函数 
理论为基础的.本章的目的就是简单介绍这 一非线 性方程研究中 
的线性化理论.这一理论的最新发展可以参看 S Alinhac [2], J . 
M. fiooy [5], Y. Ckemin [4] 和 M, Sabl^Tougeroo [1] 诸 

文舞 


i 1« Littlcwood^Palcy 分解 

1. 记号.我们首先引进 HSlder 空间 C-CR -) 的定义^对于 
0< a < 1,我们定义 


• »>• 



们定义 


( 10 . 1 . 2 ) 


C a (R*> - {«ec*(R B )； 

U| 岂打， 

这时我们賦 C-(R-) 以范数 

S H Dl «!lc s . (10.1.3) 

Ul <4 

易见它与 s n^«iu.+ SUP 

jk . \* — y \ 

等价. C-(if) 是 Banach 空间. 

但对1， C* ■井非通常的 C'(R'). 这时的 Hfildcr 空间 
记作 C〖， 称为 Zygmund 空间，其定义是 

C 1 , - {*(*) € CCRO； 3f >0, 使 VA，*€R •有 
|»(* + A) + »(* — A) — 2»(«)I < f IA|}• (10.1.4) 

cl 中的范数是使上式成立的最小的 ci 也是一个 
Banach 空间.同样地可以对正整数*定义 Zygmund 空间 C: 
及其范数，它们都是 Banach 空间.以后在不发生混淆时>我们对 
Zygmund 函数空间也记作 C a . 

若 ACR- 是一开集，如上册第 三章一 •样，我们可自然地定义 
C^Cfi). Sobolev 空间 H*(R-) 的定义也如上册第三章一样. 
现在我们考虑这两类空间的 Littlewood-Paley 分解. 

首先考虑构空间的一个环形覆盖，设 K>1 是一常数，对 
peN + , 记 

C f -{§€R'i K~ l 2f<, |fi (10.1.5) 

{ C t } 再添上一个适当的球 {§€ R -, (此 

球以后也记作 C.,), 构成 R: 的余切空间玛的覆盖，我们要利 


用它去分解 y 的元 索. 因此，我们首先研究这 一* 盖的性质，并 
作出相应于它的一的 C - 分割. 

引理 10. U 存在一个仅依赖于 K 的正整 数况， 使{£：山___,, 
中毎一个环 C , 至多与个其它的 C , 相遇. 

这个引理表明 { C ,}；.., 是珣的一个一致局部有限的覆盖. 
证. 固定 A 并设 C f nc t ^ 0. 有可能 q > p . 也有可能 
9 < P . 因为两种情况是类似的*所以我们只考虑《<#>的情况. 
不妨先设 - I , 这时，令 § ec f nc tt 则若 -1, 

|£| < K 2* +1 , 

从而 2 f _*<2 XS 即 

p — ? < [1 + 2 Log 2 K ], 

所以不大于 f 而与（:，相交的？ _ 一1,最多 l +21 og , K 个，取 

其整数部分，并令. 

N _ [1 + 21 og , 尺]+ 1, 

这种《最多 w 个.同理适合且 c , nc ,^ 0 的 c , 也不 

超过苻个_令况~2及，则在/»垆_1时引理得证_ p -1 

时与 C _,- {|6 RM 5| </ C } 相交的 c , 必适合 JTW < !||< 
K ： 或 2* < K 1 . 这样的《也最多只有苻个. 

2. C*(RO 和 #( R 0 的 Littlewood-Paley 分解. 现在作 

RJ 上从属于覆盖的一的 C - 分割 如下： 

引想10丄2存在沪，伞€ C 『( R *)， 使 supp ^ CC . 1} supp 9 C 
C # 而且对一切 f € R % 以及任意 W 。 有 

0(|) + S vO~ f S)- 1, (10.1.6) 

f -0 

Vo—I 

0(f) + S<P< r， ?>- 4(2 -〜) • . (10.1.6，) 

证. 首先作 e € C ,-( R *) 使 l , supp 0< zc „ 而且在 

1< m <2 上， 1 .令 

• 

八 I) - S 扣 - ⑺， f€R-\0, 

f —• 
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因为对每一点 I _ q 上述级数至多有有限项不为0,所以它是 
收敛的 • *0) 垆0,且€ C -( R -\0), 因此可以定义 
9>(1) ~ 沒(0/心)， 

• P 显然适合引理的要求，而且，若 III > K , ? <一1，则 
2~f\S\ - 2'f |f| ^>2'f'K>2K, 

因此 fE C 0 而 0( 2 〃5) _ 0, 由此得出，当 | S | 為 K 时 

• E 9(2-，0- 2 wd )/ 心 - M )] 

-S SC 2 -W S ^(2-^)- 

，■ — at » 沪 _-.«« 

这里我们用到 s (. 2 -^)~ 2 0(2-^)= S ed )- 
s (. s ). 余下的是要作 < Kl ). 令 则 

f «D 

0€ C ,-( R *), « upptf .<= C _„ 而且 （10.1.6) 成立，故 

< 1 * 0 ^ + 免 “2 丫、) 

m 

-1- 0(5) + S «p(2-^|) + S «pC 2 ' 

/-P f - w # 

令 p + JV g _ 〆 ，则得 

0(2- w -|) + 2 < P (2，） 

-<Kf) + S <p(2 ， l) + s «K2'^>. 

^-0 … 0 

双方消去 S « P (2-， I ) 即得 Cio . 1 . 6 ，). 

? »=N 0 

因为 ^.^ eCo - CR *), 所以 g >， 少 es ?., (实际上 c 。 •函数厲于 
5-- fl 5 r . 0 csj , 0 ). 以它们为象征可作出拟敢分算子 


步 ( D ), 于是我们给出 



(10.1.7) 


定义 10. U 对于》€ 〆 (!?•），我们定义其 Littlewood - 

Paley 分解(或称环形分解)为 {«,}；-_„ 这里 
— 屮 (!>)«(*), 

»,(*)■ < p (2-， D )»0). 

它们都是有意义的，因为- - p (2- f S ) 

HO 均为 ^'(RO 之元.它们分别称为 imOO 与之谱. 
所以 Littlewood - Paley 分解(以下简记为 L - P 分解）就是将 


«00€ 〆 分为具有紧支的谱的成分 supp fi _. CC .,, iupp a f c 
C f , 对于这种分解，我们有 

定理 10.1.4 若《 € ^( R *)» 则有在 y 意义下收敛的级 


数表达式 


■ 

*(*) — 2 j «»(*)• (10_1_8) 

证.由于 { C ,} 是 RJ 的局部有限覆盖,对任意 Kl ) € 

有沿）一卜 (O + 2 ¥>(2 _, Ol /( I ) - /-.(!) + S 说)， 

L fmO J 

而且这个级数在 S^(H-) 中收敛于 1(0, 由 Parseval 等式 

(«,0-(2«)-'(^/)-(2*)- 2 ( U ,) 

声_-1 

- C 2*)-"( < pQ )& + S 

- (2«)~* ^ d-i + 女公 .，/) 

-(»-iOO + 

故 (10.1.B) 得证， 

上面我们将 «€ S ^ 分解为具有紧支集谱的 成分. 1(0 具 
有紧支集.〜 00 则不一定，而只能由 Paley-Wiener-Schwartz 
定理(上册第二章 H ) 知 »,(*) 在00附近的增长阶受一定的限制， 



怖且是 C * 6 函数.然而正是这 ■-点 使定理 1 U .4 成为很有用处的 
工具 • 现在我们要把它应用在与(它们都是 
/'((*_) 的子空间）上并得到更精确的结果.这些结果将是本章 
的基础.它们利用谱的分解刻划了这两类空间.首先，关于 
空间有 

定理 10.1.5 令* > 0. 以下各命题是等价的. 

( a ) 

( b ) « - J ] »„ 这里 《€(：" 且 supp fi , CC „ 满足 

1 

( c ) k — 2] u p * 这里 «€ C * supp 6， CB (0， K x 2 f% ) 9 

_■-1 

满足 

m 

( d ) *- 5>” 这里“ 〆 C " 且对一切《6阶,|11)〜命.< 
W 一，且 (,c fia ) r €P. 

il . ( o ^-( b ). 证明这一部分时并不需设 J >0 而 J 可以 

是任意实数.设作其 L-P 分解.先证的 

收 敛性. 由引理10.1.1，当 If —d 时 c , nc ,-0. 现 
在记 

*，0 

由于之支集对不同的♦是不相交的，因此其和$是有 
意义的，而且 

115^11^-j(i + 

■ S f (1 + 

4_0 J 
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no . 1 . 9 ) 


t -0 

担是当时， 

-J (i + i!r) ， kC2-wKOiv? 

Jc ， 

>0 屮 rn 1 ，)， 

> Ka , p , w - t n \ 

*<0时,则由于（：，上 151 < X 2/ +) , 用上法又有 

11«,临 >0 + 

同样，对一切 *€ R 也可以证明存在常数&使 

l!« P lli*<Ki2^||«,||i*. (10.UO) 

以此结果代人 （10.1.9) 即有 

m 

S 心邮 U | L : < || S , 希 < in 
*-o 


因此， 

• w i-i 

S Ki2^||*,l|i»< S 队》临< 况||»|^< +co. 

f--I 4* ft 

这就是说，若记 ^ - 2<-*|j«,|! iS 有 ( c,)eG 而 il »,|! L ‘一(>2 ^s 
U f ) € ^ 1 .这就得到 （ O 々 （ b \ 

反过来，若 ( b ) 成立，由 （10.1.10) 有 

( f f ) ^ P . 

因此 

ma*<s iin - s (!>•—☆)_ 

• 

< K , S 4 < »• 

f-f 
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这 tt 是 (》)• 总之对一切 s € R , (a)^(b). 

(b) -► (c) 是显然的，因为 C,cfl(0, 2X20 , 令 & _ 2 K 
即得. 

(0 ♦(<!). 利用 ( C ) 中的分 解 i ] 〜， 因为力且 

6有紧支集，所以 Vc* 6 T 有 - 

IIDWk，一 ||^»,|| L ，=» |l" f (f)|| L _ 

这里 r,„>_ 幻 **>,• 所以对于 f 而言（~«) 6 代 

(c) < (a). 这时我们@应用/ > 0 了.由00立即有《» _ 

• - 

2 此外，因为 supp6,CB(0，X,2，)， 估 4»=-K2 - *i>), 

#— I 

p k — A k u — < p (2~^ D)u «• A k S U P (注意当 Ip —>^i 

\ P - k\<Ny 

时因 c,nc t - 0, aJ (,- v(2 _t ?)vC2 _, Ofia> - o). 我们有 

" Jj s A *^IU* "d S A 4 «,c*)j dx 

<J(，S S 2^*)^ 

<C2- 1 ** S 2^||A*«,||i.. 00.1.11) 

/■-l 

这里我们本质地应用了》>0才有 S < C2_J<， . 如同 

卜 *- w , 

由（0 + 0>)的证明一样，可以得到一个与 P 无关的常数 C 使得 
1； ||A»«,[lL.<C||« ? ||i.. 

身■一丨 

庚以，若记免2… || A * 〜 " I ., 有 S ， 

|«9 f»-l 
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即 （<*)€/»• 代人 （10. U 1), 我们得到一个分解 
* — Sp*» ，》■ 2 «〆 c_ ，叫 ) p 〜 cc 4 且 . 

W\^<Cc k 2-^, (Cc t )€/*, 

即这个分解适合 （ O , 因此 （0 «► ( b ) ♦ ( a ). 

余下的只需证明 （ d ) ♦ ( a ). 首先同样有« ~ S », € L \ 
现在令 |«|-&> f >0, 以及 h (0 则当 I 5 l < 
C .2* 时有 rf .,( S )- 1 以及 supp ^ CBCO . C ^'), 因此 
supp 0 t ( I -0 t ) c {5€ R -; C ,2*< ||| < C a 2* +1 >. 

记 6 *(o ■ + ( i ~ - &\ Q ) + 句 ( o , 

則 

n * tlli ■- Ilfl ^ Oili * - jl 句 (!）+ 

因为0<少<1，所以 j >0, 从而 

+ n»iiii- < p^iii* < c\i^. 

同样地 

lUilli *. |1»服“< 

令 « l - E u b * J - S * i * 则因适合 ( c ), 所以 》 l € H »* 

4 k 

对于应用前面的记号 A , _ V (21 Z >) 有 

<(S 2-^-vYf S 2^-VlA^IV*) 




< 


2-2( f + W ^+ tK #-<, 


*2 ■如 


S 2 你〜 II 厶 〆 獻 



由于 h：x>0, 我们有 

2 垂 :".(1 一 2 ~ 2 ( ^ + w o + , ^- V )/(1 —. 

< C2~ 2 ^2~ 2 <^ + ^ +l)c， ~V < C2_ 2 ~, 

这里的(:与？无关•令4 - s 2^*-V||A,»ji!>, 0!| 

<<#+岣 

24- S 2U( 〜 SilWi> 

t k t 

< JJWH， <00 . 

k 

所以 (c f )^P, 由上式得 «*- 2 A e u } 6 H'. 定理证毕. 

下面的定理将给出 C" 函数用 L-P 分解后的微局部刻划.为 
此先证明一个引理， 

引理 1(U.6 若 o6L"(R*), supp «*CB(0, B)， 则 fl€ 
C-(R"). 而且对一切 «eN- f 存在常数 c(«,a) 使 

l|D B a[lt- < (10.1.12) 

证.设 supp <pCB(0, 2) 且当 |||<1 时 

V — 1•令 • <P(f/ 尺），记少 *(*) 为 q>*(f) 的 Fourier 

逆变换，则必 *00 • R'4><.Rx). 因为 KO- <^(5)私|)，故 
«(*)— (屮 **<»)(*) e c "( r -)， 

而且 jyaix') - 但 D a ^*C*) — 

(心)，因此 

由此即得 

对于 C B 函数空间可以得到与定理 10.1.5 相应的 结果， 

定理 19.1.7 设 <*>0,且 /+ 〆 ， /€ N, 0C/J< l, 
则以下各命题等价： 

(a) «€ C s 5 

m 

Cb) M- 2 */» "W 且满足 Supp 6,czC ft 

f —4 


• m * 



C 2 '^; 


(c) S u p^ 好，且满足 supp 0 f CZB(0, Kj20» 

'--j 

||«,|] l .<C2-^; 

(d) «- 2 */» 〜 ec 卜 1 且对一切 A€N«, |1|</ + 1 

I 

证， （》)_(b ). 取* - i 心 即为* 的 L-P 分解，于是 

u t — q»(2 - ^D)«, = 0(D)« (以下用 v-i 表示 0 )，且 supp 

^CC„ 若牵是 <P 的 Fourier 逆变换，则对 <p P (S) ■ 免( 2 -，|)其 
Fourier 逆变换应适合孕 ,(》) ■ 2” 孕 (2»*). 此外， 由于当 
时 <p(S) - 0 ,所以对一切 a 

| X l ^(jt)dx — Z>i j e _f * e $C*V* IM — Djqg(o) — 0. 

注意到 

»-I =~ $_,*«, — 孕, *«• 

因为 0-nec ; ■，所以 

V-iW - (2*) - \ #0(5) 扛 € r(B_). 

用 Hausdorff-Young 不等式即有 

!l«- 1 ||i-<C||«|| I ... (10.1.13) 

为了作 u t ,p>-l 的估计，对于 f 应用 Taylor 公式 

fM - S rr dl fW^-yy 

m<i 

+ 心 1-*) 卜 'g e^Cy + Kx-y)) 

■ y ) 1 * 

-Sf aVCyX.-y ) 1 

|ll<f ^1 
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S [^/(y + »(*-y))~a*/Cy)]*, 


可得 


[/(*) -S f/KyX* - y)*| < c,\x~ ymy*>. 

UK / a ) 

把这个公式用到 * C *) € c - 来计算并且注意到 

j :* 孕 C *) rf * - 0， 

对任意重指标 2€ N - 均成立，故有 

«,(»)_ f #,(* — y )» Cy)«/y 

- Jv f C* — y)[«Cy) — — yyssoojrfy ， 

Ik , C *) IU - < c |!»|| c»j i 牵, （* — )011 j ： — y I •办 
=C||w||c»2 _ ," j I ^ (*) I U|V* 

< C „||«|| c "2-”. 

因此 （ b ) 得证. 

( b ) ^ ( O 是显然的. 

( C ) —( d ) 可由引理 10.1.6 导出. 

( d ) ^ ( a ) 求和以后可知 « eC *( R '), 对于 U | 

Id 1 〜 (*) -dSOOl < M 2 〆 卜幻 I * 一 y |. 

对一切 p，》，y 均成立•若选 p 。 使 2 ? « < 


U - y | 


<2^ 1 , 


因此 


d»»c*) - e^Cy)- 2 [9 4 */*) - S*»,(y)] 

km 


t>n 


而对第一项有 
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2 lev *) 

P<Pd 


对于第二项则有 

I S I d\Cx) - a^u, Cy)] k S I 0， *^*) I 

1 t > r % ' t>n 

+ Sl 01 «/ y ) l < 2 « S 2 —” 

r>ft t>t* 

<4A/2"^<8M|* —yl 5 . 

总之对 111 ~ / 我们证明了 

\d l m(.x') - d x u{.y)\ <,C\x - y\» 

(当 * = y 时它自然成立).因此 ueC -( Vl ') 而 (a) 得逋. 

注 1. 在定理 1 Q .1.4 中我们对一般的证明了它的 
L-P 分解所成的级数在〆 1 意义下收敛.定理 10.1.5 和 10.1.7 则 

对^的子空间与 C-(R-) 进一步指出，级数&力分 

I 

别在 H* 与 C ⑷中收敛， 

2 •定理 10.1.5 中 （a)#(b) 的部分对一切 x€R 均成立， 
而不要求 ^>0. 对于 C _, 我们也可以适当地定义使 
CO<=^(b). 为此，我们给出 

定义 10.U 设 nCK , 若对分布可以作出以下 

■ 

的分解 S *1 -使它在 y 意义下收敛，且 *upp 

I 

ll*,llx- < C 2- f \ 则称 u ^ C ~. 

这样，定理 10.1.7 中可以得到，对一切 R (a)^>(b). 
这样扩大了的空间是很有用的，因为我们有 
定理 10.1.9 设 P(D) € SU 即象征 P(g) 6巧的 PsDO, 
则 P ： C a -* C "^ m . 

进，不失 一般性 可以设 fU) 当 It > A 时是《次正齐性 


< M . U - y |2 • 
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的.取 Af , 充分大使得 K -' 2 ^> A . ^ «6 C % 并令 v f ^ Pu f , 
则心 (0= nf ) 是 />.(») 的主象征，适合 sup〆 , 

(|)CC ? , 设 <p€C 。 —(!{•) 适合： 在 C» 上 = 1, supp 少 C§) 是 
—个比 c 。 稍大的环，则 - P m Q ) 

« K 2- W / f ). 令 Kf)-i^(f) ❿ （5) 是 AO ) 的 Fourier 
变换， 5 W Kf ) ■ - 2*^ P _(2- q ) tf >(2- q ) 是 

2( ， *(2，*) 的 Fourier 变换，而 

i »/*) - 

一 

由于 A 00 ■ (2« r - 1 e ^ wis^s e LKno € cr ( B -)). 故由 

Hausdorff-Young 不等式 

Ik,III< C21M*< C2-—>. 

故由 C B 0* eB 不一定为正)的定义 

V — S »> — P ( D )» € C 8 '". 

L-P 分解提供了微局部地讨论 Sobolev 空间的重要方法.许 
多重要的结果都可得到另外的证法.下面是特別重要的 Sobolev 
嵌入定理(上册第三章 S 3 定理 3 . 3 . 6 , p .159) 的推广形式. 

定理 10.1.10 对任意 MR , 

m 

证 •设 «€ H *. *- 2 «? 是其 L-P 分解. 取 4>(0如 

I 

定理 10.1.9 的证明，且设 A - 0 , 6!0 

- ❿ C 2，!) 冷,(5)， 

«，(》)■= 2"*[A(2^)*«?]C*) 

所以由 Schwarz 不等式 

- Wu f h> (j I 2-^(2^) I 
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— 侧 

h ^ V 是很容易证明的.由于 《€«•, 故由定理 10.1.5 的 ( b )， 

但 0, l | A || t O€/S 故 S up { t ,|| A || t .} < 00. 所以由定理 10.1.7 知 

这个推广形式的优点在于 I 不必为正，更不论但当 

s > j 时这个结果不是最好的. 

3. 微*部的 讨论.函数空间的局部化如 HI.., Ck 的作法都 
是标准的，而局部化到一点力则是指 ：若有為 的邻域V*, 使得对 
-切 〆 CKU 均有 <p«e«* cm C_), 则称 u € H ' t , (或 c:。）. 
但是以下我们时常 需要将函数空 间在 余切丛 r-R'\0 -B； X 
( R ?\0) 中局部化，亦即微局部化.它的定义是 
定义 iaui 设 u,&)€T*ino. 称《 

C ? lD >{ n ,) 是指存在 * 。在 RI 中的邻域与5。在 R *\ o 中的锥 
邻域 r , 使得对一切 < pec 0 "( i ^。） 与 0 e c -( r ) 对£为零次正齐 
性，且 con supp 4> cr 均有 

伞 (D)(<p«)€H •(或 C-). (10.1.14) 

CU B-U) , 可以说成是微局部 c - 或 Sobolev 空间，对 

于它们有 

定理 1( U .12 (或 Ch w ) 当且仅当存在的邻 

域以及在上的分解式 

M ■ M| + »], (10.1.15) 

其中 Ae / KR .)( 或 c -( lf )), 而 UAKfTFOO . 

证 .按与 C ? Io > eo , 的定义，可以 找到為 的邻域 
v Io 以及匕 的锥邻域 fcr 使定义中的 < p (>) 与 < pU ) 适合 
而且 <KD)C 枰） €H‘CR_) (或 

但是 



• ■ < KD )( jp “) + (1 — 0( D ))(^>«) + (1 — q >) u . 

第一项属于 H*(R_)( 或 C-CR")) 记作叫，由波前集的定义第二 
项厲于 C ( - 0 , io ,. 第三项则显然属于 C： 1 , 将第二、三项之和记作 
WJ (*»»| 0 )玫识 PU:) 且 （10.1.15) 成立 • 

反过来，若 （10.U5) 成立，取 P,。 和 r 使 
(. v It X r>n»-fC« I )- 0, 

则对一切和 c ~( n 对5为零次正齐性且 
consupp (par 都有 

0( D )(?>») — 0( D )(?>«,) 4- < i >{ D '){< pu i '). 

但第一项属于 》•(!{•)( 或 C"(If)) 第二项属于 fKR")nC^；R«) 
(或 C-(B-)). 定理得 S. 

现在用 L-P 分解来刻划与我们有 
定理 RU 3 设 «,«»€ R , 当 《»> a 时下面的命题 等价： 

u) *€c； D nc?; G .t,», 

(b) 存在？>60 0 "使在*。的某邻域匕。上？>=1而且在&的 
某一锥邻域 r 中 

<pu = *<-1 + S « + V f ) 

适合 

w-i€ C-, 

b' f L m < cz~f% su PP ^cc,ncr, 

supp^cc,. 

证. （ a )々（ b ), 令 ？> ec 0 "( X 。） •由 ( oec "( r ) 对 I 为零次正 
齐性 ， cod suppler 且在的一个较小的锥邻域 Acr 上必 = 

1，由 c；„ncr； o , w 即有 0(DX?>«)e c-,ci - 0C/>)X?>*)6 

C-. 对这两个函数分别作 L-P 分解. 

m 

0( D )(< P «) — vZ , + 2 v'i 

P«Q 

满足 supp Wcc, 和 \\ p ； f \\^ < C 2 ^\ 还有 
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(1 一 0( D ))( ? >») — (* l t 4- 

这里 IK lit " < ci ~ t \ 由于 < 一 ？>(2” o(i — 0( l ))( 抑 XO 
而 supp q >(2~ fi ) CC t , supp(l — <^(§))^0^, 这样 supp 4' r C . 
c , ncr , 于是 Cb ) 成立. 

反之，设 ( b ) 成立.因 a * > a ， 若记 w , _ < 屮 <» 则〜适 
合 KIL '< C 2- o » 以及 8up p & f cC ft 由此导出？>«€ C •，即 
« € C %, 另一方面，将？>«写为 

- a +«: - ( 4+ ix) + i>; , 

' psO , pmi 

则 « i € c --. 此外 ，由于 rnt ^ FUz )- 0, 所以 “ JC ". 因此， 
由定理 10.1.12 有糾 € C &.4。, 即 《e Cf ；„ 4( ,,. 

完全类似地，对于 Sobolev 空间 HU vit , 我们有 
定理 10.1.14 设则下述两个命题等价. 

U ) * eHi o nH ；；„. w , 

Cb > 存 在 ？) e c 0 " 使在: C 。 的某个邻域 h 。 上 < p ~ 1,同时存 
在&的一个锥邻域 r , 使《可以写为 

m 

<p» = «-i + S (*4 + w f )» 


而且 e C 06 ， 

IWsupp <5； cc , ncr , 

\\Pp^L'<c ； l-t% supp ^CC ft 
这里 (0,(06/ z . 

这个定理的证明与定理 1 CU .13 完全一样，所以在此略去. 

4.函数空闽的代数.我们已经在引言中指出，我们的目的是 
研究非线性偏微分方程解的特性.因此，需要在那些在非线性映 
射下不变的函数空间中工作.最重要的非线性映射是乘积.所以 
我们要求这些空间不但有线性空间构造，还有对通常乘积的代数 
的构造，当然我们还是考虑前面提到的几个空间， 
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走理 10.1.15 

(•) 若则 H ， 是一个代数， 

( b ) 若 0 < a '< 2a ， 则 C；,n Ct： a , v 是一个代数. 

( o 若 s >^, 是一个代数. 

为简单起见，我们只证明微局部的情况 ( b ), 其余两种情况的 
征明是类似的.我们的基本工具仍是 L - P 分解.在 L - P 分解 
中指定了一族环形 C p , 在讨论微局部空间时又指定了一个锥邻 
域 r , 在下面的讨论中需要适当改变它们.其作法是作一个半径 



充分小的球 s ( o ,4 m )， 当札充分大时，它是很小的球，于是 
令 

C ；— C 9 + B (0,4 K 2- W *)» 
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这是一个比 C 。 稍大的环，又令 rcr , 使得 

[ C 0 ncr + B (0,4 X 2 - N, )inr - 0, 

亦即 

c 0 ncr + B ( o ,4 K 2 - w o ) cc ； ncr . 

由图可知道它们的意义， 

现在来看《稍〃的乘积，因为它们的 L - P 分解是 《_ S«p 
形式上看可以定义 

*** - S (10.1.16) 

P»9 

但是如何解释这个级数将遇到困难.这里的基本思想是 *upp 
& f ac f , vtpp 当 f 与？距离相当大例如 \p~q\ >N a 

时， c , nc f - 0 ,这时中相应项的正则性依赖于《和 
- 的微局部正则性，而^ P 与《比较接近时情况则不相同.产生 
这一情况的原因在于而其支集的情况与#>,«之 
距离有关.因此，我们定义 

s ,«= S “” (10.1.17) 

它是 C - 函数 〜的有 限和,因此是 C " 函数，以及 

T.v- (10.1.18) 

鏐 

p ) — 2 u f v f (10.1.19) 

T u p, 的性质将由下面的引理决定， 

引理 10.1.16 

( a ) 若》+ /?>()， 则及： C » X C f ^(u,»)l-*R(,u,v)€ 
C »«. 

( b ) 若 j + (> ^ ■，则 H 1 X H * 9(«, 

iiE . U ) 取 / 使 一 A ^< i < w 。 并令 


R»C«»p) ― 2 
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则 


*upp(« f _jt. f ) — supp(6 f _,-*^) 

csitpp 心 _; + supp 〜 c=fl(0，K2«— +1 ) + B(0,K2« +, > 
eB(0,K-Z<). 

!I«^,IU"< K-ilL'KIU* 

< C2 _( » _,>> 2 -衫 < C 1 2"« <B+S, 

(2&是一与 《 无关的常数,故并人 C 中）.由定理 10.1.7 的 （ a ) 令今 

w o-' 

(0 知办(》,|0€ C a+ *. 最后 2 和 0,0€<：州. 

js-w 0 +| 

Cb) 应用与 (O 相同的记号，现在只需估计 

由 Sobolev 嵌人定理(定理 10.1.10), 对任意 KR, 因 

此 ll« f -ylk- < 由定理 10.1.5, 

(心 I 2 ,所以 

由于，十 ，一 f >0 , （ c lC ,)e/S 由定理 io.i.5Ca)<^Cc ) (当 

f + , _i>o 时成立 ) 知 R f («，*oeH* + ，-' 同样 R(»,tO= 
2 / 

心- 1 • 

ATj+l 

这个引理说明 Riu . p ) 的正则性取 决于* ，〃的局部正则性. 
但则 不同， 它 在对* 很弱的条件下保持〃的微局部正则性 
不变，其原因仍在谱的支集的形状. 

引理 1M.17 

U) 若 》e L •，则 

r •: cj„n c ( ^ 0 ,i o) ^ vh -* T x t >€ c? 0 n cf:。. “)； 

(b ) 若 《€ IT , 则 

T „： H^nHJ；,. {0 ) 3» — 7>€ H，r g nHJ；,.*.), 



iiE . 我们来怔 U ). ( b ) 的证明是一 样的， 

我们有 

2 V — 2 — 2 (厂 《 + O . 

4 « 

因为 S f M — 2 所以 supp 5 ,«C U supp S , Cfl ( O f 

X 2»-". +l ), supp i )； cc r ncr t 因此由前面的图8,当乂充分大 

时有 △ 八 

•Upp /: ■ 8Upp(^ f M* ^)Cfl(0,K2» -w « +l ) 

+ c f ncrcc;ncr, 

而且 

同样地有 supp r ； czc t 以及 

ll/K c"«|k-2-*' 

因此由定理 io . i . i 3 知 7 >e ce , ncf ； o>(i)) . 

当然,在这里我们为简单起见都假设函数已经局部化了，例如 
* 实际上表示 ?>*,?>€ C ^ V，X 

定理 10.1.15 的证明.由于2«, « ，以 C ；., 由引理 
10.1.16 RC «, tO € CgCCf ^ v ， 此外，由于 o > 0,因此 u , v € 
C a , 从而 u , v € L - (注意 ，“和 〃都巳局部化，否则得不到 C»C 
L ~). 所以由引理 10.1.17 有 

T„p + T r u € c；.n 

于是定理得证. 

回到引理 10.LW 的证明.由于 supp /；, supp /；■ 都包含在 
某个环形内,所以事实上我们还可以得到下面的推论. 

推论 iau 8 

( O 若 acowec ^ tfecmcf ； 。為) ，则 T„pe 

CO ; 

( b ) 若 r <0, 则 T m v 6 Hi：«n 
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它可以由下面的事实导出: 


IW<c 2 r，a < cr，a . 

I 

\M\o < 2 W < 12 (E 2 叫 

♦*-i v*-i / \，《-j / 

< C2-»». 

下面以 一个简 单的应用结束本节. 

考虑半线性方程 

P W (*, D )» + F (*，《 ，▽“ ，…，▽•、）- 0， （10.1.20) 

这里圪是 R _ 上的具有系数的 m 阶线性偏微分算子，而 F 则 
是关于的具有系数的多项式. 

定理 10X 19 若 是方程 (10丄20)的一个解，且 i> 

»- 1 +~, U,^)€R" X (R *\0) •若 ~(*。，心）尹0,则 
2 


这里 



证.因为对一切 D ^ ew "^, 而由定理 

10.1.15, h '^ 是一个代数，所以 《，▽«，---， 

v —«) eff B+5 . 在0。,匕）处微局部地是椭圆的，因此 

-作为 Pj . x f D> - / € 的解应有《 € 对这样 

的《再重复上面的推理， DS «€ HdUvl,|M <«>— 1) .今 
取 a " • min (2 a , a + 1), 则对一切 | 又 | 名 1， D x u € 

它又是一个代数•因此 fd 从而又可 
得出.如果还有《'<2«，则又可以重复这一过程. 
这样一直可以作到《€ 为止.因为定理 10.1.15 只吿诉我 
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们当 〆 < h - 1时 // i G nH；； G - eo) 是一代数，现在/ € Hff n 

若 2 « 上面的过程中止.再用椭圆算子的 微馬部 

可逆性，至多可以做到 «ewr*!S) f . 

完全同样,我们有 

定理 10.1_20 设 》 €C :,， P > m -1 是方程（10丄20)的一 
个解，则在 P-Cxo^o)^!) 时可以得到 

«€ C^d ， 这里 p — m — 1 + a. 

本节讲的 L-P 分解(环形分解) 是一个 基本的工具. 它还可 
以用到余法分布以及 Besov 空间上.参见 R. Coif man 
和 Y. Meyertl] , Chen Shuxing[2] 和 M. Sab 16-Tougeron[ 1 ] 
关于余法分布和 Besov 空间可以参看 Hormanderr5] 第十八章 
§2和附录. 


52. 仿微分算子 

1 •仿 乘积•设 « C *)€ L - 具有紧支集，我们知道，以 <>(*) 为 
乘子的函数空间(即使 «(*): L—L L 

为一连续映射的线性空间 L) 是很少的*然而乘法运箅是最常见 

的非线性运算 . 所以有必要定义空间 £■ 上的仿乘积作为乘法运算 

• • • 

的推广而使《 00 成为仿乘积的乘子， 

定义 10 义 1 设 «c*) 6 L- 有紧支集，则 <«€ 今定义 f 

fMf T m ： «0) —7> 如下：设 {a f }, {«,} 

矣士 4: 和》的 L-P 分解，则 

T.u = )»,, (10.2.1) 

V ■ S (10.2.2) 

注意，作 L-P 分解要依赖于环形分解（ : ,( 它取决于常数 JO 与 
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{ c ,} 中的一的分割 {<?,} (实际上由一 个函数 9 生成 )，(10.2.1) 又依 
赖于的选取.所以，定义 10.2.1 并非典则的，以后我们要分析 
7 ••与 的关系 

定理 10.12 若 ML ■具有 紧支集，则对一切 r , WR 1 , 
7\: T t , 是连续的而且其算子范数造合 

IIT.II^h-,^ C.IJolU% (10.2.3) 

(10.2.4) 

证.我们只证 r , : C »-* C » 的情况 H * 的情况证法完全相 
同.因为■•具有紧支集，所以而 —w 
有意义.现进一步证明 r ： c a — c % 于是令 _€ C a , 作其 L-P 
分解 {«,}. 在 （ lo . i . O 中将％ 改为仏一？有 

必 ( 2 *- w w < ko + S v ( r ， o . 

f so 


‘， p -*—* 

所以 sT «( o =-[0( o + 2 < p (2 Dp ( i ) -必 o _ w(o ( 见 
(10. U 7) 但那里的队现在写成 N „- 1), 所以 

A 八 

8 upp ( J # tf)# f — supp (5 f a * fl f ) 

Csupp 5 f « + supp 心 CB (0, K 2 〜 - f ) + C # cC ^ 

令 Aes ^, 而且众 o -< Kl ), 则 

(5 f «)(*) - 2 _[*(2疒〜)*«](»). 

因此 

iKvoomwr 

< M 2 - » a . 

这样已经知遒 7\映 C --^ C -, 余下的是要考 虑7^ 的算子范数. 
若*一>_0,则必存在 使得2〜< I * - y |-'< 2*-. +1 . 

于是 

T,u(je) — T.«(y) — 2 [(5,a)«,(*) — (S,a) 〜 (y)】 

4< f 9 
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+ S — (j # a)w f (y)3. 

因此当 0<« < 1 时，由定理10丄7中 Cd) ♦ (O 的证明有 

SKVHW - Cs f O»,(y)l < Ml*- yl S 2，a " rt 

4 <ft 

S l(VK(*)-(V)»,OOI 2 2_, * 

9 >f •>" 

< M t \ x - y \ a , 

这里 M l , M 1 都表示 CIIAlltMIUMd. 所以 

IMfdlAMHm 

当《>1时利用 Taylor 展开式也可以得到同样的结果，只是常 
数 C 由定理 10.1.7 (d)=»( a ) 的证明依赖于 [«], 同样的方法可 
以处理 T, 作为 H - — H ‘ 的算子 • 于是定理得证 • 

现在讨论 r , 依赖于的程度.为此先要匪明 
定理 1(^3 设 p> 0, «€ C ", «€ C-. (K,<p,2V 0 ) 确定一 
环形分解 q 及算子 r «, 设 （ r#) 确定另一环形分解 
C ~ 在一致收敛意义下满足 [\ a - A,\\ L n < K 2~'- 1 

supp ^CB(0,C2«). 最后设“有另一个分解 《= 2**,, 满足 
supp 

则对于任意 Wi 有 

T.«- S e (10.2.5) 

!lr.« - S < CK^. (10.2.6) 

证.由： T,« 的定义 

2 S ° r v i 


+ 2 a ^«- S A i - K v * 

- S fl 4 2 (» ，一 * o ] 

? L 9> p * N 9 J 
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+ s [ s a t-~ x! »* 

- S a ^f + s /*• 

t* « 

不失一般性，设 K -> K , 则有 

sup^cC；^,, |IW<C2-". 

如果 有必要，取一个更大的风可使 

S u P r 以, W ; + w 。， \\ a t S t \\ L ~ < 2 -一， • 

再看当充分大时有 supp^cC；, 以及 

U ^<«-W| Ir 

< (J 卜- 2 〜 j 卜 * + " fl - 

这样可知 r# 一 S c ^\ 关于范数的估计 

4 

(10.2.6) 是显然的.定理证毕. 


同样,对空间 汗有： 若《的另一分解》_ ^ 适合 

4 

11少<〜2-"， 0,)6 Z 1 , 

则 T,tt- S 6 H 〜且 

'I T,u— ^-Kv, j^+p 

在上面的证明中，有限和的估计总是十分容易的，因此我们都 
不去作它，以后也作类似的处理.现在我们就用这个定理直接推 
出 

推论 1( U 4 设 T : 是由环形分解 （吣/ 〆 ） 给出的仿乘积 
算子，则当 06 C\ #»>0时 或 r •一 



对一切 a , t € R 1 成立，而且 
«— riiUc-.t-i+p, < cjMi” 
■•一 ri|| J?w < 1 H*+ , )< C,|1«IU 


(10.2.7) 

( 10 . 2 . 8 ) 


这个推论可以直接应用定理 10.2.3 于 /f, 一 S 4而得. 

{4} 是®相当于的 L-P 分解. 

由此可见 

n-IVOnodS^CSC—) 或 

以下我们称 ^(C% C o+ 0* 的算子为 P 正则化算 

子，并记其集合为,则仿■■乘积算子 modr- (即相差一个0正 
则化算子）由《唯一决定.这里的情况和拟微分算子理论中可以 
略去一个00正则化算子(即 S- 算子)是相应的，事实上以后我们 
会看到仿微分算子(仿乘积算子是它的最简单的情况)与拟微分算 
子最明显的区别就在于此， 

仿乘积算子有一个很明确的算子演算，即可以定义其复合与 
伴算子.关于它的复合很容易想到，应该与通常乘积的复合即函 
数的积是相应的， 

定理 WAS 设1,66<^,#>:>()且都具有紧支集则 
r . oT »- T .,€5-% 

且其范数不大于 c|MUI*IU 

证.我们只对 c" 空间情况给出证明.对妒，证明是一样的. 
设#6 C-, {〜},{&}, {»,} 分别是 a, 6, »的 L-P 分解•则 
我们已有 T t u € C % 而且 

T.T »w— S a h b r, u i + 

这是由定理 io. 2 . 3 得出的.因为若令 

S °t, T » w - 

Pi^a-N% 

自有 »upp^cB(0,C2O 以及 supp 0,CC； 以及 ||» - /4 f il < 
和 ||K ( lk B < C||T»«IL2-*- 它们适合定理 10.2J 的条 
件，所以 R € r \ 现在令 

S S a t,K 
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则 Slipp <? tf c ： B (0， C 2 f 〉， 以及 ob — c f ■ 

* ft >4- N 9 

但 II 。, 人因此 
||d — c # ||^< 2 C 2 < C ，2-". 

而 《_S 〜 满足 suppfi , cC ,， C 2~»*, 因此,再一次 
应用定理10. 2 .3,有 

|| r.*«-S C ^\[ a+P < CM,MML 

这就导出 * 

lir .*« - < c || fl t ] p | jftlUk[U 

定理证毕. 

H ' 是一个 Hillert 空间，所以对其上的算子 r ,: — 可 

以定义伴算子 rj : 对此我们有 

走理1«^6设 《e £>, P > o , 具有紧支集，则 rj 也是仿 
乘积算子，而且 n — r a es 〃，且 

II 打 一 r a Lw +P> < c || fl || p . Cio .2.9) 

证.首先由定义，取 c fl -cffs »«€ 有 

(r?«，*o — (» ， i>) — S 2 f "ih^ x > 

(r s » f *-> — 2 2 ( a f u t v t dx. 

因此存在一个相当大的正整数 w , 使得 

(r ； W ， *0—(r s «，*0 — 2 ( 2 [ U t a f v r dx 

— S ( 

p < 4 - N t J f 

这时 2 «,〃， 的谱含于一个环 C ; 中，而 》 ，的谱含于环 c , 中， 

则只能与有限多个相交，从而存在的使 [q-r\ > Af , 时， 
C , 与 C 不相交.但对这样的项 

卜（*)(4〜） (*)(/* — | e , to « f OO ( a ，『) C*)^r 
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=j — vX^dr] — 0, 

因为也有 supp « s (—> 7 ) c ： C f . 同理，当 I ? ~ r 丨 > ]'^ 1 时(7%«，*>) 
中的相应项也会消失，所以 


(rj« ， *0—22 2 a,u t » r dx t 

S Zj ( a f u f » r dx. 

« «- W e < r <^+ V,J 

将两项对 r 的求和均分为 ?-iV, < r < ? 与？ < f < 9+N, 两 
部分再相减，则余下的项或者适合 r — •A/# <p< 9 — iV。 或者适 
合？一队< ? <，一 W 0 , 所以必有正整数乂使 


i(n«， P ) —(r s «，oi <S S E 

9 ，一 fft < f <4 +^t 


[ifffl f«,l \v r \dx. 


令 P ■ ? + /i ， ， = ? + h 则上式不大于 


S S S 山. 

对固定的与 h 上式每一项不大于 


C S W, 2 -*W*V, 2_， 

f 

c 依赖于 &，/„(〜）€/ s ( rf ,) e / 2 且 

IIOOI < ci |« n„ s iK 心 ）11,* < c \\ v [\ H —„ 

代人上式再对求有限和并注意到 ISc *^| < c ||« i | H , i |4 M -^ 
即有 |( r ?«, o - (?>，*01 < c || fl ! LHl «| MHIir 〜• 

以上我们是对 «， cf 证明的，但因 c ； 1 在 hsh -*〃 中均 
稠密，所以这个不等式对也成立，而由此不等 
式即可得定理之证， 

2. S " ■类算子.上面对具有紧支集的有限光滑的函数 C -, 
定义了仿乘积.但是一个偏微分算子 K *，0) 的作用，微局部地与 
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乘积相同,®为在 P*DO 理论中 (2^)-* 

上面仿乘积计算实质上也是化为谱的计算.因此，很自 
然地应该薄 r„„ t> 的 定义， 

定义 P.J.2.T 

(a) 对 m6R, p>0 记 

17= I 对 S 是》»次正齐性且厲于 C"(RAO)， 对* 

则对 f 一致地属于 C〃， 且有紧支集 }. 

(b) 对于 M /7, 记 S,0(x, 幻）一0(2-叩)/(*, S), 则 
sXK*,O)esr >0 , 因而对于 》e 浐'可定义 

(7»(*) — ^ S«-w s (/<*,D))»»(ar). 

f 

若 /(*,!) = S^/Cx.l) 是一个有限和，我们记 T,-S T lf . 

I 

这里要注意 e fl V(2~^)/,(*I. 0*1 

是仿照 PsDO 来定义的，厶表示 /(;r，f ) 对 * 的部分 Fourier 变 
换.很容易证明 S 9 OCx,0) 对€求导时其增长阶为 SG , 但对 * 
求导时，其増长阶仍与 SHo 相同.正是在这个意义上我们在上述 
定义中用到 D )) 即以 5,_ Wo (/(*,0) 为象征的通常的 
PsDO. —个最重要的特例是 /(r,?) - aOOKO, <>(» C< ■且 
对 p 有紧支集， Kf ) 对5属于 C~(R-\0) 且为《次正齐性.这 

时 5,(oC*)A(l)) = (2*)-' j tf*'*V(2-^)4(»,)^ • A (0， 应用 

(10.1.6，) 和 (10.2.2) 有 

因此 W#0 ， D))-_S,(“)A(D), 

(T,«)(*) — SS,(a)(A(D)») ? , 

(A(D)«),- (2,t)--j (厂 

_ A(D)««. 


因此 》 这时 


(7»oo 一 r,oA(D)«. 


(10.2.10) 



因此，为了讨论 r “ 我们考虑如何将/(*,|)写成 ^ ajCx ) Ai ( i ). 

i 

这就要用到 Z? 的球面调和分解. 

所谓球面调和分解的定 义是： 设 A 是球面V 1 上的 La P Uce- 
Beltrami 算子 (A-rfS + W), &是它的特征值，&是相应的 
特征函数，即有 = i 而•则 {&} 是一就范正交系，而且在 
LXS -^) 中是完全的，且々有以下的渐近 性质： 存在常数 M>0 
使 又 i 〜 C 严•令 /(心0对*有紧支集，对5属于 C-(lfV)) 且为 
»次正齐性，而且对一切《, 对 * ( 对致地)属于 

P>Op(N . 因为 /(*,«)€ L'CS-- 1 ), 0^5*-*, 所以有 Fourier 
展开式 

/(*,«)— 2 (10.2.11) 

Y 

〜 O) = | 产 _/( 之， ta)A.Cw)rfw. (10.2.12) 

因为 Laplace-Beltrami 算子是自伴的，所以 

ii[a»C*) — o u (y)] = j 广 ‘ — /(y,w)]A*X(w )da> 

~ ~ Ai/(y,to)]A„(w)rft<j. 

因为已设对*—致属于 c % 所以 〜(*〕€(>, 而且 
< d-i l ] Ai / C * J w )||^ ( / w ^, (10.2.13) 

当畜#0时对 A,( W ) 作《次齐性拓展，即令 A„(5)= [?|-- 
|/1||€5--' ( 则因 l { x r O 对€为《次正齐性，所以 

V 

= S a « C *) A »< f ). (10.2.14) 

最后由 （10.2.13) 有 

{\ a t \\ c »< C k v -^, Wb 

即 <*, 对 》 为惫减 • 此外，若 iV 为一整数，则由 Sobolev 嵌人定理， 
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可选一偶数 p >- + N 而有 
2 

IIApUc^cs*- 1 ) ^ C||A v || H p<j«-i) 

<C^ l|A^tlL*<^)<C 

y-o i-o 

所以 IWI / U *- 1 ) < ，即是说 im « 对 》 是缓增的. 

总之我们有 

引理 10.2.8 /e /?存在如下的球而调和分解 

/(*»?) - 2 <»,(*)A.(0. (10.2.14) 

9 

这里 « P € C » 且对 X — 致地具有紧支集， || a .|| c ,< 1对 v 是急减 
的； l | A .( nil C N «-') 对 X 是缓增的 （ VW ). 

以上引理较详细的证明可以参看 R . Coifman 和 Y . Meyer 

[a 

现在因为 - A ( D )««, 所以我们有 

!,»= 2 T.-oh^u. (10.2.15) 

i 

因为 r " 的箅子范数对/是急减的，而 Ai ( D )« 的范数则对 > 是 
缓增的，所以上面的级数是收敛的. r , 的基本性质是 

定理 10*2*9 对于 /€/?, T r . — H 广■(或 C °-» C *-~) 

对一切 S , a ^ R 均为有界线性箅子. 

证.因为 

T,a — 2 

i 1 

而 supp Af ( D ) a , cC ,, supp 5 fl ( aj ) CB (0, K 2* _ w »). 因此，取况 
充分大以后有 ^ 

supp S ^( o ^) A /( D ) n ^ — supp * A /( D )«9 

CC ? + B(0,K2^ w OcC；. 

5,(/0， D ))〜 的谱也含于 C ; 中.对于 《€ 妒有， 

A(/Cr,D)) 叫 o 〕 =(2») - j A%(/O,0)a,(fV5 
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= 2 

t 

因龙 

^ i 

< E ll5»(«i)llL-|Ui(0)«€l|l.*. 

/ 

但我们已知（见定理 10.2.2 的证明） 

iis . Co ^ iIi -^ ciiojL^c (与 y 无关). 

< a . IUs "- 

< IIAI| C 1 (S "-V»2 卞 -">， (c a ) € Z 2 . 

因此 

||心(心 ， D))«K f,2 -山 -■), 

GOe/ 1 且 IKcOlli-^ciuiiH.. 故由定理 10.1.5 的 （b)o( a ) 
知 7>eH，--， 而且 ||r, |1 政„•〆，<(：. 

用类似方法也可证明 r, : c - w -讎 是有界线性算子. 

与前面的 r, 一样，7•，也依赖于环形分解 k , v 以及风的选 
取.若给出另一组 k ', t ■、抝 作出 r;, 则有 

7 

由于 Of € C % p >0 且有紧支 集以及 \\ a ,\\ c >< l , 我们已经 
证明了 r , ( .- r ； f €5-% 且其算子范数 
C|ki| c x<C; 而 A,-(D) 是从 纪 到•的一■族对 / 急减的算 
子，所以我们有： r,—TVeyi. 所以在 m0 dS -_" 意 义下' 
由 1 ^, 0 唯一决定. r , 的运算也可以由 /(*,?) 的运算决定. 
这就是说 r , 也有一个象征计算,这是与 PsDO 相类的. 

定理 10 么 10设 A(f)e c~(R_\o) 是 m 次正齐性的， a e c% 

0> Q , P^N, « 具有紧支集.则 K-A(0).r .- 芝] 丄 

lat<(«I O I 

2>Xi?) 这里 A“(!）= a|A(o. 而且对于适当的 w 
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有 II 及< CHolj ^ llAllcMji *-*), 

钲. S s (o)*» 的谱已包含于环 <：'« 内，作一个较大的环 C :] 
C； 以及 c„"(c；o 使得在 C : 上奶~1,在 1-0 附近 
9> 0 = 0.令 %{0 — ，则当 S 时 

A ( f ) = 2~» A (2-^). 

令 KO = Kf ), 则因 A (5)6^, 故 令 M >» + p/2, 

则 

11(1 + CIIAllaw 、 (10.2.16) 

事实上 

(5 是适当正数） 


< Cmax[(l + UD^MK*)!]. 

但是 

(1 + Ul ) IM kC *)| =|(2«)-*{户 5 (i + IdO ^ CD^I 

— ClIAIIc ^ cs -- 1 ). 

从而 （10.2.16) 得证. 

现设并估计 R „ 我们有 

R .- S 2»« fK 2-« D ) S ,( fl )- S 

ff L ^ s |<[ i »] 

土 S fl ( D - a ) A " CZ -*> D )]«». 


这里 J°Cf ) -内?(0是（一 i*) a K *) 的 Fourier 变换，所以 
及 ，也可以用卷积形式表为 


石 2 叫 j K0[s,(<0O - 2- ->0 

X) — S«(D a a)(*)(— 2_«0 ， 1«*(* _ 2-U)dt 
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— 2 /«• 

9 

很容易看到 ， supp hczC' 4 . 现在估计 ll/Jy . 为此注意到对于 
A€C ， (现在 p_ [p] +/?，0 <^<1 ) 和 AeR*, 

I A(,x + A) - U 丄 dUMf^ I 

< (* 2 \dU(=c + th) 

- SUM ||A| lal (l- t) 【 w/([p] - Olrfr 

< CUWc^hl'^lhl" < Cl\A\\ c ,\h\". 

现在令 / — 心 (a )， 则 

I /»(*) I <2"^ j|KO! |15,(a) \lc»2^ I * M «•(* — 2~^\dt 

< C2—H 卜 | 卞 0)| IaO - 2、)|<*. 
所以由 Hausdorff-Young 不等式 

C2W_ 叫 | a |l c H||r| 卞 (OlMWk- 

< C 2* t -- e -* , || a || HIAI | c * M cs — 

这里 d q — 户且 

11(^0l|j*< C|)a|! C P||A|l<r>M w *-i ) ||«!!„*. 

所以由定理 10.1.5 的 (b)O(a), R*6 而且 

i!K|U 一 <C|| a ||H|A|| c .W 
对于 《€ C ", 则可以得到 

< C2 … >|l c MWk"||UrrWlUi ， 

因此也有同样的结论 . 定理证毕 . 

现在考虑两个算子的复合， 

定理 10 上 11 若 1,2 ), 令 

K*. /；- ^7 、丄即 ,(*,S)£^(xj) 

•- (/i#G〉（：，i)， (10.2.17) 
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则有 T ^ cT ^- T ^ s ^-". 这里 r, 的定义是显然的. 

证. 作球面调和分解 U (. x , ?)= S o*C*)A/(0, z 2 o，f)- 

i 

2〜(*顺)，则 

4 

S 7>七(0)。7^。&⑼= 2如. 

M M 

由定理10. 2 .10有 

Wd, ( S 5 T d 、 A?(D)4(D)) + T tl RnA^D\ 

这里 T, f K 以〆 D)e 而且 

lir. i R it 2 < (D)i| J -. + ->-« 

< C||a;M|\MI*;llc* M (s*- l )ll 系山叫**- 1 ). 

由定理 10.2.5 又有 

T ^ T ^ hlCD ^ CD ) = T .， & ，( D )\ CD ) 

+ « r * A ?( D ) A *( D ). 

这里以及 

II 及 &|U 〜 _lal> < C llajllcftl D°i 4 |] c p-i®i. 

因此 ■且 

由此定理得证，且 

il7' ； i °T/ 1 — 7 1 , • 机 |l，.+ m .-p 

< c S ll°»llc< , l!*tl!c< , f|Aillc* itf («»- i )l|A 4 llc lM <i , —»>. 

M 

定理 10.2.12 设 记 

/*(*,!) - 2 - 9|D ； ?(*,I), (10.2.18) 

| ai<[PJ «! 

则 rf 一 TU — 妒-解, 

证，作球面调和分解 /c*,0 = S q(*)A;(§). 对 

i 

u € crews Cfcw -- , ~% 




(Jfu, v) — (», T, p ) — (w.T'.jOAjCD)**) 

i 

- S (n» ，尽⑼ *0 

/ 

■= S [(Ta,«，Ai(DV) 十 (Rj«.*/(D)«)]. 

这里 R,es~% ||R,«|^ + p<C[| a ,|l c ,[|«|V. 因沘 

ICRi*,^)*-)! < c|| 0f || c HI«lU*l!A i (D)HlH- i -o 

同时还有 

-S - (7 V »_)«, i 0 

af 

十 

由定理 10.2.10 有 

l(R；»，OI < C||j # || c c||A,|| c *M (a — 1,||((|1^||(-||^«--„, 

级数 ll a <llc ,, l|Aj[lc^t**- 1 ) 则因 Ik/llcP 对/ 急减， 

} 

对 / 缓增，故而 收敛， 这样最后有 
|((rf — 

上式是对证明的，但因 cj •在 H* 与 H*n 中均稠密， 
所以上式对 «6H*. 1/6 也成立.这样证明了 

Tf - T,*(,modS-^") t 

且77: — 

以上两个定理表明7•，与 PsDO 是很相似的，而最大的差别 
在于用有限展开式与 f* 1 正则性代替了渐近展开式与 S …正则 
性，事实上还有 

定理 10.2.13 设/€/?, p >« ，则对所有 

/0， D )- r , e y ( H * ,//")， 

这里 /Cc,D) 是具有非光滑象征 /Or, 0的 PsDO, /< min{p, 

t + p — m }. 



12. 用球面调和分解后不妨设 K *, O _ 对于 

*eH* ， 令 》>— 有 
Tim — r 4 oA(D)» — T t v t 

MU - jd + IfP )*- 卞 ( Ol 1 相 

-j a + 

-j (i + |||>y~-| £ p-|Aa/|f|)iJCs)|V? 

< C 1 { 0 + 

因此 7> — /(*,D)» — T^p — flO)(2jr)”j f ⑷ A(f)4(|) 衫一 
T g p — _ TV + R(.a f v)f 这里 


S a t V9 

\ f ~ 9 \< N 0 

R ，( a ， t >) ■ S o *-/^ - S ^« 

f 4 

容易看到 supp UCBC 0 , C 2 ^ t 而且 

这里因此当 i + p - mX ) 时， R («,0€ H *- ■〜以 
及 HR ( a,Oil 

对于 T〆 则有 

T,a — y ] ^( g ) a g =■ y ] /<. 

这里 supp ；； CC ；, 以及 

iiniii^ii^iiL-iis^iiL' 

< CW c Hlf 2-« S 


Wn-i 

2 R #( o . O » 

?■— Wft+I 
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若 f _»>0, 则 2 2-<*-叫〜<(：，从而对任意8>0 

有 若^一《*<0,则 

因此对任意 8>0, r , a€« ,+<, ---*J 若 J 一》_0 ，则 /*- 
这里匕-馬⑴_ 0(2-奸*_以(0.令必 ( f ) 是 0 W 
的 Fourier 变换，则有 

V 9 -s a W = *.*2- l »- w .^(2«- w OC*), 

因此由 Hausdorff - Young 不等式 

\\U\W<U,\\ L -\\v^ N j\^ - 

< 別 MWU * < C 2-*'2-^-« 

因此 r . oeff ^' 对任意 8>0 成立.定理证毕. 

为以 后应用方便，我们将这一定 理的几 种特殊情况列 为以下 
的推论. 

推论 10.2.14 

( a ) 若 / e /=, 则 /(*, D ) — L 是 s _~ 算子，从而对任意 

»， i ，€ R , - T t ： 

( b ) 若 P >« ，则 Kx . d )： l ^ l 1 . 

(0 若 p -». 则对任意 «> o , /( x . Dj - r ^ sfCH *. 

L 1 ). 

证. （ a ),0>) 是显然的， （ c ) 可由定理 10.2.13 中令 f 8> 
m — f >= 0, f ’_0< min { i , p } 而得 

推论 WA 1 S 设 m uem , mr , £/ cR * X ( R '\0) 是一 
个开锥形集. 

( a ) 若在 t / 上 K *, O -0, 则 r ,*€ H --- + -( U ). 

( b ) 若》€把(£/)，则 r ,«6 P (£/), i ^ mw{s + p - m , 
s' — m}. 

证.设 K *, f ) € C -( B - X ( B _\0)) 对 g 是零次正齐性的， 
且在 U 外 ^-0. 我们先讨论是 (* D )3> 的正 则性： 



_ T^TiU + Ru 9 

由于 *(*•?)€ft ., 所以由上述推论此外 

t * t,k U + r,k ° r, - 

(因为 Mipi ►々与 supp / 不相交故 • D ；/- 0), rw -， 故 
而 （ a ) 得证. 

为证 （b). 设 K*^) 和 (a) 中一样，再令 ^(*,00-1,2) 
均为对/为零次正齐性的 c~ 函数，且对*有裝支集，而且当 
supj»« 时 ^,(*,|) + — 1, supp ^,Cl/ 以及当(*,|) 6 

supp 时 々■ = 1. 于是 

T k TMx,D')u+ T i T,ki(.x,D')u+ Ru 
- r t r,U*,D)«+ T i T l T tt u + R-u. 

R,R'€S- a . 此外 


r , T kt - 


T € S -<,+ -, 

2 丄 8;/ . 2>:fe 


而且 fc_0 于 supp 1 ( ±. 所以由 （a) 有 

另一方面 U»，D)»e/r， 因此 hrACc， d )»6 w. 这 
就证明了 K*,D)7>€H*， 从而 T|*€HW. (b) 证毕. 


上面几个结果说明了 r, 的运算与 /(*,!) 的运算之间的关 


系和 PsDO 及其象征的相应关系一样而主要的区别在于无穷可 
微性代之以可微性以及相应的渐近展开式代之以有限展开 
式，实际上乃也是一个 PsDO, 即有 

定理瓜2.16若/€ /?, P >0 且 # N , 则 r ,€ in , 且 


aird - S S#0(*.I))<P(2-«0. (10.2.19) 

f 

证*我们要验证 ff(r,) e stu 为此应用球面调和分解 .， 不妨 
设 /0,0_»0)K0, aW 且对 f 有紧支集.这样 (10.2.19) 
所定义的成为 

<r(.Td - S ^( a )A(6)?>C2- <I |), 

显然是 C" 函数且对 S 有紧支集于 C* 内，我们有 



9?a^(r,) = 2 a?s,oo • a?(A(09»(2- 9 S)). 

4 

由于 a€ CScL™, 故有 

C(» ， /J)2W|HU-. O0.2.20) 

另一方面，再作争 (OeC5*(R*) 使 supp f CCJ 而在 suppy 上 
$(0 ™ 1. 孕 <1，这样 

||S?KS)9*(2 _, OI < C. 2 |A-<f)2-* ,0 >V*C2 _, f)| 

< C 0 |[ A || c «( J -* ) 2-»".'||| 

< C a 2* ( *- l » l 兮 (2_*§). (10.2.21) 

由于在 8uppf(2-«?) ± K '~^< |?| < r2« + ', 故 2* ~ III. 
合并 (10.2.20) 和 (10.2.21) 知当 I > K ' 2 N *~ l 时有 

iaja?a(r,)| < c aS |?|»-'-'-'<»' 2 

所以 ^( roes ,：,. 7',«可以写成(2»)->| A*<r(r,)fl(f) 碎是显然 
的.定理证毕. 

我们在上册第五章即已指出当 P， 5不满足某些关系时 
是“ 坏类' 例如要想利用渐近展开作象征计算就需要 P >5, 所 
以耵 i 是一个 M 坏类而且对一般的 Le 仅当*一《»>0时 
(应用 L-P 分解很容易证明)，但我们的: T, 虽 
然属于“坏类" LT At 却有有限展开，因此有相应的象征运算.此外， 
对一切 s >0 (不一定 s - m > Q ), 都有 TjeSfCH -. H*--). 
所以 r, 又构成“坏类 B 中一个好的子类.上册第五章指出 sr, 是 
很有用处的，即是指此而言.此外也是很有用的类， 

为了着重从 psdo 的角度来讨论 r,, 我们再用奇异积分算 
子来定义它. 

给定 0< 8l < El 充分小，并设 ze C-((R- X if)\(o,o)) 是 
零次正齐性函数，满足 



抑， n )-0， 若叫 >知”|. 


(10.2.22) 


又设 j(?)e c-(r») 在旧 < + 时 * = o, [|( > 1 时 l, 

于是对 /€/ p •，记 U 0, f ) 为 /(*,£) 对于 * 的部分 Fonriei ■变 
换并定义 

(?(»)(?) — (2*) - " J XQ — — 

(10.2.23) 

这样定义的算子 A 与前面定义的 h 是相似的，它也是一个£<；：, 
类算子，其象征为 

^(^)=(2^)-- j e … 尤（ , ， 0/,0) ， |>(0 和 . 

对 /0, S) 作球面调和分解，可以设 /O,0 —«0) A ( f ), 于是 
(10.2.23)^& 

(?!«)(§) ■= (2*) - ' j Z(? — — )j) 

因此，我们不妨只讨论 

(?•«)(?)- (2*)-* j xq — — 

(10.2.24) 

定理 10.247 若 《€C_, P >0 具有紧支集,则算子7■，— 
f t es -» t 而且其算子范数不大于 C|| a || cP . 

证.对 (10.2.24) 中的 <> 和》作 L-P 分解，有 

(5*.»)(?) =■ C 2 »)~* S| ~ — dOi)*i. 

现取％ 充分大使则在 sut > P i ,( e _» j ) hOj ) 上， 
当 -风时 ，因 supp 4,(|-1})CB(0, A：20CB(0, 
K2»- w . + >), supp & 9 Cv )(= C „ 因此有 - 

IPl -^ K -' Z ^ sAvl ， 所以同样地若适当 
取抝使则当 p > q - N , 时也可得知在 supp 
4,(1 — »I)S«(1J) 上 z(§ — — 0. 这里 Wo > M > 0. 因此 
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2 (2*)' 
•• K ®< f<#-lfj 


— T t u + Ru . 


以下讨论及*，并证明 R 是 P 正则化算子. S 的积分区域不超过 


K - 1 < 2 - f \ d \< 2 K t K - l < 2 ^\ 7 ,\< 2 K t 因为七 ( e )6,0 j ) 的 
支集含于其内，故可作 出一个 rhOevai 1 ") ，使 K 2 -^ d t 
z - w - zdjOfiKe ，”）， 而 weCo - CR 1 -) 且在 {( e .^); jt *< 
2 - f } 6 \ < 2 K t 上 《_1. 于是 


(/?»)(*) _ 





-2(2 /«) - S /«• 

f M ~~ j r(,s,i)tt t ix ― 2~W)M t (x — 2~*t)dsd*, 

显然 supp / f cCi , 而对于《€把，由 Hausdorff-Young 不等式 

II/,IU*< s II/mII<.> 


<C S IWIIHk,IL« 

<ClU|| c ， 2-* 〜 ,2i ，， (q)€A 
因此有若 》€ C ■，则 


ll /, ll t - < S II 


<C 2 IIMHI 咖 

< C 2 

因此有 Ru € C -*\ 定理证毕. 

从这个定义也可看到，改变 Z 和*只对力加了一个 p-m 
E 则化算子，这是因为 A 的定义与; K , r 无关，而改变 Z , * 后 
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f ,- T ,€ r * 仍成立，所以 A mod ，》 + -由 /(*,?') 唯一决定， 
且？, € STCH ，， //* - _)或 ew , c *-_). 若令; 
21 | / | ,- w 1) 0?)?>,( S )， 则尹 ，_ r “ 

用积分形式 （ io .2. u > 定义 r ， 与 r , 有时比较方便.例如可 
以更直接地应用 PsDO 的各种技巧，并且扩大函数/的类而取消 
对 S 齐性的限制等等. 

3•仿微分算子.现在可以研究仿微分算子了.先讨论其象征 
的类 • . 

定义 10.2.18 

00设 flc = R - 是开集，对 f»€R\ P>0, 定义2700为 
定义在 fl X < R *\0) 上的形如 

K*»l) — /•(*，?）+ /•-■(*，?） + … 

+ (10.2.25) 

的函数之空间， /_-*(*, I )对 S 厲于 C -( fi '\0) 且为 m — 々次 
正齐性的，对于 * 则(对 s —致地)属于 cr «*. 

00若 « 1,2) 定义 为 

SSE 4 00.2.26) 

( C ) 若 / eS ；( fl ), 定义 为 

/*- 2 (10.2.27) 

躭是我们要讨论的象征类，而其相应的算子类则定义 

为 

定义 10.2*19 设 ficrR - 是开集，遂>乂0)-逆为 
—适当支的 算子. i 称为 O 上的洛阶》>类皆 f 兮 f 于是指存在 
^ STCfi) 使得对任一紧集 Ksn 以及任^在V 1 附 k 恒为1的 
C .'( fl ) 函数 z , 都有 

L - XT xr . -* H'^r 

是连续映射 cvkk 1 ). 这样的算子集合记作 o P ( s 7 uo ), /称 
为 L 的象征，记作 a ( L ), 
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若 cs ( K ) — eg — 则记 Le6 P ( s ? U0 ). 

显然，若 LeopCSJCfi )), 则对 任意的 f€R 均有 

下面的定理是关于仿撖分算子的基本定理. 

走理 10 JL 20 设 OC 1 R - 是开集， meR ， P >0 .则 

( a ) L e Op ( S ；(^)) 有唯一象征 ffU .) e 27( o ), 而且 

«7： Op ( S ； Cfl )) — 

是满射，其核 k ert r 由映到的算子构成. 

( b ) 若 L;€Op(S ； /Cfl))C；- 1*2), 则有 

L 广巧，)， （io 2 28) 

( C ) 若 LeOpCS ；^))， 则 P € Op ( s ?00), 且 

(10.2 ； 29) 


( d ) 若 L € LTm ❼ U) 〜 S L - i (,*, 0 是一适当文 PsDO 

i 

(办表示 l 作为一个 psdo 的象征），则对于任; a 的 #» 均有 
L € Op (2:( fl )) 且 《 r ( L ) - 2 i - l . 

a<i<[p] 

证. （ a ) 的证成’放在最后，先从00的证明开始.事实上只需 
证明 - /,#/, - ffiL . oL ,), 这样自然有 L , oZ . t € 

0 p( 2 :- + ■，⑽ ■ 

任给紧集 kgo 以及 « e // JCK ), M zecr ( fl ) 使得 
在 K 附近对；0_ 1，则 

LioLitt ■" L t (.XTa,u + R 2 u) 

一 XT u oXT Ut u + XT^R^ + R^XT Ui u 
+ 

这里灼为 （•一 叫正则化 算子： Rk »：„,(«) - 

(；—1,2). 

将上一段关于 r , 的讨论用于 zr %, 有 

xt ^ or ,. // u ， u )-« sy _ - i + p a )， 
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Rt0XT „ t ： HU B ， (K) —H 二 • 厂 ••+，， 

合并以上各项得 K : H ； omf ( K ) — 即有 

L t oL , •— XT a oXT xl> u + Ru , (10.2.30) 

再看 zr „. zec n - c/° B 所以由推论 10 . 2 . Hu )， x - t x ^ s ~\ 
由 “#** 的定义 x^xh - m tt 所以 

XT u oXT xli u — XTxjoT^m + R k m 
‘ - XTxt^u + Ryu. (10.2.31) 

这里由定理 10.2.11, 馬 : 扣 • 一 K) — HJ 工 
现在证明 

nixx'i,) — + fi 4J (10.2.32) 

R •: HU ,( K ) — HUSU -( K ). 

然后合并以上结果即有 

L t oL]» — XT^mi,)" + (J2 + J?, + R*)u. 

为此*首先注意到由的定义，扣,#/,) — ^^#/,)•作 
^€ C ,-(0) 使得在 suppZ 附近 Z , « 1，则在 tuppu 的一邻域 
上 - 0. 故由推轮 10.2.15 有 

T», - T*,,, ： 抝。邶⑷ — 产， 

从而 


-• T v oTxi,* + J2,« 

■ + 

— r„ l#v ,w + r , m , 

fi .： HU ,( K ) — 直接由定义可以算出 Xl ^ XJ , - 
所以有 

3"a, #*•/,» — r aiW|Wl w + —■ r x , l#ai w + J2« 

— T„ t9Xl , t tt + J2w— r M/l *, t ,w 十 J?«.. 

这里三个 K 不全相同，但都是出 ••,(《) -*■ //二--々.由此 
(10.2.32) 得证，从而 ( b ) 证毕， 

( c ) 的证明与 ( b ) 类似,只是要用定理 10.2.12 和推论 10.2.15, 
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(d) 设； L € Ln 。则 «r*(L) - S 1 •-“ 对任意 p > 0, 记 

名 -0 • 

Kx t I) - S 设 k , x,m 的意义和 (b) —样，有 

/«0 

XT»u -^2 + X[T U - W(*,D)]«. 

f«0 

因为 /e/s, 故 r„ - xKx,D) 是 oo 正则化 算子. 又由于当 
K 时(1-^)/(^)-0, neH;oo, 所以 

因此我们有 

Lu — XT X iu ™ Ltt — I(,XyD)u + Ru 

— 2 

r-[i»[+i 

«es - ••由于念 /.-,•(*,D) 6 Lr„^ 1+,J , 因此 

?_(P1+1 

L - XT„, HU P (K)-HSV ⑽ +». 

00 我们先证明 c 是满射，即 任箄 SJ(O), 要求作 出一个 

£.eOpCSlKo)) 使 i 是它的一个象征.作 o 的一个局部有限覆 

盖{免}.这里 SiCfl 均为紧集，{奶}是从属于 {4} 的一的 <：• 

分割.令 Xi € CaiOi') 且在 suppyi 附近 Zf w 1 . 于是我们定义 

£-» — 2 右 5 V(9V»). 

i 

显然这样定义的 L 是逆►逆的线性算子.今证 L 是 
适当支的. 

任给紧集 *: Stf, 令*: ，一 U iu ?? x it i K - {j t Kr\o,^ 

itlg 

♦ }. 因为是局部有限 哮， / X 必为有限集，因此仍是 o 的 
紧子集.若 supp uCLKt 咖当 iUjt 时 ipiU — 0,从而 
■ Lu — y) XiTtftQpjU)， 
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于是 80 pp LmC . K '. 

另一方面，若 suppwnX' — 坪 I 任给 i€ U 有 <Pi»_0. 

因此 «upp L * c 2 «upp XfCCK . 这样 

W K i^'k 

证明了 I ■是适当支的.再证，是 I •的 一个象征. 

任给紧集 KCiJ , 作 Z € C # -( fl ) 使在 K 的某一邻域中 Z - 
1,若 suppwcK , 贝 IJ 

Lm — XT v ti — 2 — XTxiU , 

i* f K 

由 / r 的定义，知当 Z € K 时2 Vi _ U 所以 XT x ,u - 

i*>K 

HxT v {< p iU ). 所以有 

川 if 

Lm — XT v u —[芬 XiT Xjl — Zr„j(qpjii) 

_ [s ( z i - z ) r Xji — Zr a-z/;](9>i*). 

因为在 suppw 上 Xl - Xil -0, 因此由推论 10.2.15 知 
T xl - Xi ,°< pr . 

再由 / jc 是有限集知 

E XT^oq, ，: 
l*'K 

另一方面， Xj ^ X € C " f 因此 （A — X ) — 卜 x 是一个无 
穷正则化算子，这就导出 

Lm — XT xt tt — 2 T + 

_ 2 - 切 "( 抑 0 + 

H/jc 

再一次利用在 》 UPP 9 V 上 Xi — X ■ a 即知 Z 是 L 的一个象征 • 
除象征的唯一性外，定理至此证毕， 
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证明象征的唯一性即证明若一个仿微分算子 !• € Op ( S ?(0)) 
映则其象征必为 0， 这一事实是下述命题的简单 
推论. 

走理 1&121 设 L € Op ( S ?( G ))，/-/. + •••+ 
为其一个象征，若有和 e >0 使 L 映《*到 »•-•+*, 则有 
1„ — 0. 

在证明这个定理之前先证明关于象征计算的另一命题.它是 
椭圆 PsDO 必有拟逆这一事实在仿微分算子理论中的对应物. 

走理 10.2*22 设 / eS ： Cfl ), 々€ Sr ( J 3) 且在 supp ♦的 
—个邻域上 Kx , i )= A 0 , 则必存在使得 

证.先证的存在性.设 

心， I ) — D ，0 + . ■ • + 

々(*，?）一 + …+ U ； c ，0. 

设得求的 A ( ar ，|) — *-'--(*> 5) + …+ [, i (*， f )， 其中 

U *，。 均为未知的.我们依次来求出它们.首先令 

— 々讎乂*，?)"“*，?). . 

由于在 8 UPP 4上 /■ U , f )，0,在补充定义 supp 々以外 — 
0后知上式是有意义的且对 f 是《' —《次正齐性的.现在归 
纳地设 AA „-_.. i 0+ l 均已作出，我们来作■及. 
我们知道当九时 

对 S 是 m '— h — h —！《|次正齐性的.令 

IJ * •，-•-、一 Km '- i , — 2 丄 

fO °I 

IJ < I » 

这样作出的 k m ._ m _ ia 即合所求. *' 的作法相同. 

定理10221的证明. 设有一点 U , 5 # ) 使 /.(*., f .) ^ 0, 
于是作一个零阶 PsDO K 使其主象征 U *., 0而且 supp 

( r *( K ) c {( j :,0； 一 0}. 由定理 KU .22 有 h € 
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ft /#在_也+ ••• +々_| 山从而由前面的结论存在 
«€ Op ( S ?-( fi )) 

使得 

K — LoH + R . 

这里 . 于是 K 映但因 K 是零阶拟微分 
算子且主象征非 c, 因此这是不可能的，从而/.(*,|) _ 0而定 
理证毕. 

对于空间 C- 中的算子 Gp(S?(o)) 也有类似于定理 10.2.20 
的结论成立,我们在此不再重复. 

下面我们把有关象征计算的其它一些有用的结论归纳在几个 
推论中 • 

推论 10.2.23 

(a) 对于有 Op(S；Cfl))cOp(S?* + /(fl)). 

(b) 设 L€Op(S；(fl», #»>1，若 〜U )_0 ，则 

ieopCS^Cfi)). 

(0 设心€0|>(2:<0))( ; +-« 1,2)，若 P >1， 则 
[LMioicOpCSnt-'-'Cfi)), 

^■，+■，- U) ■ {a mi (^Li) t a mt {,h %)}. 

f 

若 0< P <1, 则 UhWeOpCsyriCa))， 但其象征为 o. 
(d) 设 uczo x (R-\o) 是一个开锥形集.设 

则有 Lu€H r (,U ), 这里 

r ■ min{i 一 m, t + p — m}. 

若 在 U 上为 0, 则 LniH ^^ U '). 

Cd) 的结论还可以用下面的不等式来 描述： 即对任意的象征 
在 y 的一个紧锥形集外为0的零阶 PsDO 都存在一个同样 
类型的零阶 PsDO 及一个函数 arec.-Co ), 使得 

||MLi«||,<c{||a/ 1 »|| ( + 1!^»|| ( >. C10.2.33) 

这个推论是很简单的 • 现不给证明， 
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此外，关于仿乘积我们也有 
推论 10.2.24 

U ) 设 假设 

使得 < A )~ a f 则有： 

若疗 >0 ， 。鷥 9m Am + Uo, (modCfM tf )» 

若 一 p < a <0 ，au m Au 9 ( modCfM *)； 

这里 ueQp ( S ；( fl )), 〆 (/)■». 

00 设 fl ew ;„( o ), t > j , •令 

^eop(S-^Cfl)), 

且 u ( A ) — a , 则有 

若 *>^ ■，则 att^ Aa + Ua, ( modW ,' i ,_ll/ *)s 

若 一 j + I < » < 兮，则 au — A* (mod/fiJT* 71 ). 

这里 t /€ Op ( SJ _,« Cfi », - *. 

这是 Sobolev 嵌入定理 10.1.10, 引理 10.1.16 和推论 10.1.18 

的直接结论. 

因为后面我们要用到依赖于参钕的算子族，所以它们的一致 
有界性将是一个重要的槪念.现在我们给出其定义. 

定义 10. i 25 算子族 { L »} cO P ( S 7( fl )) 称为有界的，若它 
们满足下列三个 条件： 

U ) 适当支条件一致成立：即对任意紧集 K ^ o , 必有另一 
个适用于族中参数1之一钥值的紧集 K t GO , 使得 mpp ucK ^ 
supp Li«cX,(VA)j 以及 suppuflK,— 0 «upp LiuCiK — 0 , 

( b ) 象征族具有一致的上界：即若 / i - 2 •是 h 

i<\p) 

的象征，则对任意 «€ N % DV,. m _i & C^iO X S -^ 1 ) 的有界集 
(对〖而不是对《有界)《 

( c ) 对任一紧集 Kea 和 xecru ?) (在 k 的某邻域上 ；（■ 
0»都有 
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Hi »- < C. (10.2.34) 

这里 (:与 a 无关. 

显然，若 {M} 是 o P <S：(fi )) 的一族有界算子，是 
OpCSrtfi)) 的另一族有界算子，则 {ipU 是 Op(27 + —'U)) 
的一族有界算子. 

最后我们以一个简单的引理来结束这一节，它的证明是很简 
单的， 

引理 I 0 A 26 设 xecrcu ), 厶是 R •上的 Laplace 算子，则 
以《>0为参数的算子族 { Z(I - aA )-^} 对所有的 P >0 是 
Op ( SSOO ) 中的一个有界算子族，而算子族 «1 - aA }-' X } 
则是 OpCSAfl )) 内的有界算子族， 

§3. 非线性偏微分方程的仿线性化 

1.仿线性化走理_现在我们在前面预备知识的基础上研究非 
线性偏微分方程的线性化理论.先从最简单的情况——复合函数 
开始. 

走理 10*3.1 设 F € C -( R l ), 开(0)_0.若 

是实值函数(成 f6C-(R*), o > 0 是实值函数），则复合 

函数 F(/)e （ 或 FQ )€ C ff < R ")). 

« 

12.记 f ，一+>0, /- 2 /,是 / 的 L-P 分解. 

2 fa-1 

S //) -/_,+ ••• +/,, 则由定理 10.1.5, 10.1.7 和 Sobolev 嵌 
入定理 10. UO 有 

因此 S〆/) 在妒上一致收敛于 h 而在经典的意义下有 

ko- i ： [F(s,a»-F(r # _,(o)]. 

fm ~\ 

这里我 们规定 • 0,故 f (S_ 2 0)) = 0. 但 由中值 定理： 



F(s, ⑴）一 FCS^.O))- F(S f -,(/) + / f ) 

+ — m t f t . (10.3.1) 

** f C*) — ^XSf-iCO + */ r V*» 

沪■一 1,0，.••,(》， (10.3.1 ， ) 

«,(*) 当然依賴于但我们仍称下式为 f -; ■岑培咚兮 

p(.o — 2 

—S » ， 0)V(2 _, D>/ 

f —1 

- Lt. (10.3.2) 

• , 

这里 L ■ 53 相，(*)史(2-’/))，而 p ■— I 时 < p ^2~^ D ) 理解 

为必 0>).由于 /€«*, 或因此若算子 L 6 
2 

LSa , 则因为它在^ ^■(或 C % J > 0) 上是有界算子 

2 _ 

(艽定理10. 2 .16后的说明),那么定理得到证明，但这一事实可以 
由下面的引理得到验证 (也可 由定理 10.3.3 直接证明 L 是有界线 
性算子). 

弓 | 理 10.3.2 设 f € C -( R *), g ^ CXR ") 为实值函数，且 
对任窻《 € N _ 存在常数 C B > 0使得 

11 屮认_<<：，， （ 10.3.3) 

则存在 C ; > 0使得 []9- Fa f )||< 0*1. 

证. 由链法则有_ S f ⑷ …少 a ,, 

因为由 （10.3.3),14 之值域是有界集，从而 F <*>(0 当* 在的 
筐域上变化时也是有 界的； 
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所以 




引理得证. 

牢孕10, 3 太每职申寧承 • 对任意的<*€]\%由引理 Hl . l . tf , 因 
为中，故当0</<1 时可得 
< C a 2_， C •与 f 无关. （10.3.4) 

现在算子1^的象征是 

# 

— 2 »,(*)9( 2_, 5) 

f--l 

(户_ — 1 时 V (2-»|) 理解为 0($)) 

作 C # -( CO 使得且在 C , 上 * ，白1，则 
is ；5 釦 a)o,oi - si 的 《 t,c*)3S V (2-，oi 
<242 ㈣ -， 1 » i | < P |(2” f )| 

< C u *22, …， 1 〜,(0 ( 在 上 If 卜2，） 

卜 1 ' ( s ) 

< C ；, C 1 + |§|)'"'- |fl '. 

这里我们播要用到以下事实将证明作必要的 修改： 若 I «1 — | /! I < 
0，则 I 存 I >0，从而在 I =■ 0的某个邻域中 < p (2 ~»D «■ const , 
于是 9^(2-^) - 0. 因此可知 L ^ Lt ., 而定理证毕， 

我们再直接证明！<的有界性 如下： 

重理讥以设 { c .}, « eN - 是一个常数序列， { m f C *)> c : 
C -( R *) 是一个满足 （10.3.4) 的函数序列，则算子 L(* f D ) - 


s « f (* M 2-， D ) 可由 S ^( R »)-*^( R *> 拓展为 H 一 H ，, 

I 

»>0和 C », « T >0 的有界算子 • 

证 . I •: Y — 7 是很容易证明的只要注意到0扣(2〃0对 
<•一致地是5的缓增函数即可知邀 • 同样，若 *€«♦, 也是有 
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意义的.亊实上 

1 I 

是在 H ‘意义下收敛的.现在对任给的 《€N« 有 

119-^-|| s -fb a »4 

< csc ai 2 ， i*^c: <I .y« r * > 

< SC„,2 -冲 (C of ),€ 尸. 

故由走理 10.1.5 知，当 J>0 时 L(*,D>ews 而且由 
liCC„ r ) ( |]i» ^ C HkIIh* 

即得走理之证. *€C- 证明 类似. 

注1.定理 10.2.16 后提到任意 L € Lr., 为有界， 

其证明与此大体相同. 

注2■这个证明当然适用于定理 10.3.1 的情况，因为« 
C- 是很容易证明的. 

由于线性化公式中的算子 ！• € 而对后宥不_能进行象征计 
算，所以我们希望将它进一步改进得到一个仿乘积算子.这就是 
下面的第二线性化公式或称仿线性化定理，在这之前，我们先指 
出，也可•以 •把 _(i_oi2*)i^i. 


F(/)- F(f-i) + S «,(*)V(2- ， D)/ 

Pm 9 

■ F(/_.) + Lf. (10.3.2，) 

前面我们已证明了 FQ )€ C -, 可以完全和前面一样证■明 L - 

S (或 C-) 为有界算子，所以也 

^-0 

有 ( 或 Fa_,)€C n ). 

定理 10A4 设 f € C-(R*) F(0)-0, f 是一实值函数 • 
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00 若 / eH *( R '). ^> J , 则存在 ?€ H m ~ 5 CR -> ffi 
PQ) - 7,'^f + gm 

( b ) 若 / CC - CR -), ff > 0, 则存在玄使 

FQ ) - r ^ y ,/ + g . (10.3.5) 

ffi . 将定理 10.3.1 用于 FXn - 广(0)，知 F '( t ) - F \ 0 )€ 

C -( r - 子也记作 7). 因为常数 f (0)6 C 。，故 F \ f )€ C -. 
如要应用第二节的定理于 T pl ( f } , 則需要 〆 (/)(*) 对* 具有紧支 
集.但现在 /€//，， f _< r >0, 或所以恒有 RL -， 

而可令 ll / l | i .-< W . 作函数 *(*)€<：； •使 K 0- 0, i *| >M + 
U /CO - 1, 则 （* f ) ⑴ ■ 而且 dec 0 ' 

所以值可设 F (/) € 而 T rin 是有意义的，而且 7> <f) e 

L：... 再由第一线性化公式 

^ (0 - Lf , 

L € L\. t . 我们只懦研究 Z ■与 J> w 之差即可得到定理的证明. 
这就引导我们去证明下面更精确的命题， 

£910.3.5 用前面的记号，当<^> 0 (或一子 >0 ) 

时,必存在 R ^ Lr . 1 使得 

L-TVw-R. (10.3.6) 

证•由于 — S m f C*)?>(2"»|), ffOV w) ) 一 2 

1 f 

t t CFXi ))< pC 2 - fi ) - 2 2,-»。（广(/))?>(2-，0.故若记 r - 
6 — T 有 

<K R ) — 2 [ *fC») — S,-w,(i J ， (/)X*f)jip(2 _ ^) 

+ s (10.3.7) 
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囡为 S 对*厲于 c •，对 ！ 厲于 cr， 所以这一 

t<N 9 

® 属于 s ~- t 相应的算子是无穷正则化的，因此，只; 3 验证对任意 
a € N - ^ P > N „ 

|9 ： («,c*) - s,- w . ( 广 ( 0 ) 00 )|_ < 

即可.为此，我们再用 Taylor 公式进一步展开 «,(*)： 

- m ： ,-,co) + /,£ ^'(2,_,(0 + *Md - 0* 

- F’(S,_, (0) + - /,w. (10.3.8) 

«〆*)和 «/*) 有类似性质，故由引理 10.3.2 有 

再由链法则即知 

C a 2W>. (10.3.9) 

将 (10.3.8) 代入 （10.3.7) 即知只要验证 

ll»：[i J， CS,-C0)-S,- Wn (F ， 0))]|U<C 1 ,2«i-i-) (lfl.3.10) 
即可.现在分两种情况来证明. 

首先令 0<| a | < ff . 因为 FXO ^ C % 所以 

-- -^CS^.a)) - - -a-*/]. (10.3.11) 

由于 

<rnax| F<^ l||S,-,(0-/ll L -< C t . t r^ 

(这里我们又一次用到 p e Co-CR 1 ) 以及定理 10.1.5: 

II/— II/, + /,+! + ■••ll r —*• 

<S II < CZ < C2 -〜 

濰 •« 



这当然本质地用到了 <7>0),以及 

c ， nm< c ， 

C 与 P 无关,将这®结果代入 （10.3.11)， 即知当 ！《| Cff 时 

!|a-[ f'CS,-.(/))- C2»<(io.*.i 2) 

另一方面 I 由于 F - c/)ecs a - F '( oec ff _ i " i ， 所以 

l|a-F-(n -沪2： # -«。(铲 Cf))il < C 0 2«i-'->. (10.3.13) 
将 (10.3.12) 与 （10.3.13) 合并即知当0<|«| <ff 时 (10.3.10) 成立. 
若 I « I > a 由于 PXO^c % 我们一方面有 
lia a S，_ 〜 (FXft)iU < 

同时由引理 10.3.2 和 SCIojI —<0 <SWI —有 

这里我们也应用了 T >0. 所以当|«| 时 (10.3.10) 也成立. 
至此我们证得了定理 10.3.5, 从而也证得了定理 10.3.4. 

最后我们把仿线性化定理推广到多元函数的复合函数上去* 

定理 10.S.8 设 F(*,y)€C~(R* X R w ), F (*,0)-0 •若 
实值函数 C；(R"), «r>0, 则存在5€<：气11*)使 

F(,x 9 t4 l9 ^ • >»») — 2 j T Fi Mi ■ g， (10.3.14) 

/•I 

这里 F,-*- 0i ? /9y/(4r,«,(*)»•• 类似的结论对阶，：一 

>0 也成立，这时 g € H I+ °. 

这个定理的证明与定理 10-3.4 完全相似.令 

»AT+l(*) — *!,•••,»»+■(*) =■ *■» 

而 «C») — (»!»•••»«»+.) 为》+況维 向量. 但这时 » W +/C*) € 
c ~ 而不属于因为它们在 K •上并不有界.但是由于设 Ml , 
•■•，》«有紧支集，故有某个紧集使在《外《( -=0(；= I ,---, 
W), 从而也有 F-0. 因此可以作函数 I.,-ec 0 - o - l, 

使得在 K 的某个领 域中 * V _ 于是这个定理就完全化成与定 



理 10.3.4 平行的定理.再注意到或 H "_ 5 , 则定理 

完全 得证. 

我们时常要用到定理 10.3.6 的局部形式： 

定理瓜3_«，设 aclf 为一开集， 

(或 eHfoo f -y = ff > o ) 为实值函数 • ^(*, y ), x € K -, y € R w 
定义在 {(*;«,(*),-•*,«*(*)); x ^ Q } 附近且为 C " 函数，则有 
以■^为象征的4 e 兩 (25(0)) 使 Fix , * W ) - s A ^> 

€ Ci -( fi ) £矿十 8 , S 是任意正数). 

事实上，设紧集 Kefl ， 作 Z 6 C 0 -(£)) 使得在 K 的某邻域中 
= F (*， Z «0))， 而 Am — T x W {I I1I) Xui 砭 C 111 于艮 

附近，再应用定理 10.3.6 即得.不过这里我们没有设 Fix , 0) - 
0. 这是因为 f (*， y ) - [ PC *， y ) — FOr ，0)] + F (*,0>- 

^»(*» y ) + f ( jt ， o ). F ,(*» y ) 适合心(*， o ) _ 0,而且 g _ 

Ouf 

― 1 -.厂0,0)€(：”因而自然厲于 CJ ；„ 然后对 厂应用 此定理 

OUj 

即可. 

这个定理还有微局部形式 ： 

定理 10.3.6" 对《和及的假设同上•若再令 《 f ed, 45l (或' 
邱。 .(■))» 则 F (*，《)€ C (%_, w ， p — 2<0 ( 或 € HT r ,., a ),r 

是适合7*</与7<2/—1的任意实数) • 

2 

2■仿微分方 S . 现在考虑如下的《阶非线性偏微分方程 

尸[»] — F , d f u , - • • ) i # i <« — 0. (10.3.15) 

这里 F € C-(fl x R w ) 是一实值函数， fl 是 H •的开 子集 AT 是适 
合 Ml 的 〆 之个数.假设尸对《的某些高阶导数 

是线性的，即设 P 可以写为 
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+ ^ 0 (* s »(*)) ■■- »3*«00 ，一 . ） i sl «v (10.3.16) 
这里 piK )< K , 而且规定：若土仅依赖于则 pOO - -«*. 
令 

</ - mai (々。， C 10-3.17) 
則当 F 是完 全非线性时， d ~ m . 当 f 是拟 线性时心1， 
pirn ) _ » ~ 1，々 一 m ， 从而 d — m ~~ ^■.当方程为半线性时， 

— 1 j 々_ 〆《) — 0，从而 i ■ » — 1,当方程仅对 

»本身为非线性时办一0,〆々）_—«>，从而 《* — 0,对于线 
性方程則规定 </■—=»« 

当 #€ Cf 04 ( fi )» P > max ( A „ pC *)) 时，由定理 10.3.6, 2 •和 
有意义，而对于乘积，由推论 10.2.24 需要以下条件，可以使 
它们 modern m madHiO , 仍和 h 是适当的数*有以下意义： 
00若 « ecr oc Cfl ), 应规定 p>iy 

( b ) 若 应规定 *> y + m « U a ， Ko ) 和 

i > — + «/. 

定理和走义 10*3*7 是实值函数， p > 
m*xOb，pC *)) •令 

#>(*，0 — 2 F s (*»«C*)»" , 0( , 'O tf » (10.3.18) 

1^02^ 

P •一 f -， 则 〆 *， O e SS + -»( fl ), 并称为 p 的象征 , 1#卜*. 
ou 9 • • 

的部分称为主象征. 

• • • 

证. 由于 P > max ( to ,?(*)), » > mai ( A *，0» 所以 #>+» 
> ld , 因此 （10.3.18) 中一定含|歹| ->» 的项，于是主象征是 
有意义的.实际上 ?(*£) 中只有以下两种形式的项： 

|/»| >2 d — p % 
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l/»l < KI « I ). 

第一类的项迨属于 Cf 因为它是由人 a -» 对求导 

而来，所以 I 剜 _ |«| -1(, 而 4 中含的适合 r<KO ™ 
〆 卢），所以它对 f 是⑷ 
次正齐性函数 ■故 它属于 SLmw ( o ). 由定义应为 f 的 
\ m \~ k 次正齐性函数之和，现在它仅有一项，齐性次数为 I # I ，故相 
应于 4- m - |存1.这一项对*应属于 Cftr *. 现在它对*属于 
所以 pi — 々 ■ p — ?(1尹|), 而 pi ■= p _ p(l 卢 I ) + 
<—#> — p ( l ^ l ) + «— !/*l > p + m — 2 rf . 因此这一类项属于 

第二类项由土(*,«,".，研》,".)3°«对丄内的 a 〜求导 

而来 ► ^ eci ^ lal >， d «»€ crd 因为在这种项内1^1 < 

d"t 

f ( l « l )» 所以 P ~ 1«1 > P ~ | a | + (!/?! — ?(| a |))>^ + 
\^\-2 d >0, 因此 Cf ' 成为一个代数，又由定义 Kkl )< 
!«1,所以 p — pO « I )> p — 1«1 ，而 c ^'-^ cc ^"', 因此 

第二类项对5也是次正齐性的，所以可以 

a 〜 

认为它也是 2?( o ) 之元.这里的〃 与上 面第一类项同样的理 
由可取为 

»• — P + |^| 一 2 rf + m _ |(9| — p + m _ 2 d > 0, 

合并起来即得 /> U » e)e 证毕. 

上面得到的象征更准确地应说是相应于 《(*) 的象征，于是 
我们对一个 c ~ 方程和足够光滑的 <*(*) 已得了象征和 

主象征_ ；S osy . 下面的定理是关于非线性 

|<||.» OU , 

撖局部分析的主要定理》它建立了非线性方程和仿线性方程间的 
联系. 

走理 设 «€ Cf oe ( fl ), P > max (々 e , K 々)）， 《 取实 
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值， 以上述 为象征. 

(»)€#>></,!< 是方程 (10.3.15) 之解.则 p » e cd 

0 >)若 s>j+p, p>rf- 子 ， 》€HUW 是方程 (10.3.15) 

的解 ，则?« e H !： r u ( fl ). 

证.不 妨考虑 F 仅为 （10.3.10 的一项 

F [«]—/<.(*,••• l«l 

(4(, 的证明更为容易所以略去). 下面 分几种情况来考虑. 

(1) k <^~ P . 在 （0 的假设下 p —2 d > 0.由 
于 a ^ ecr ^ ccfjr 1- , 乂（》，《， ••■)€ C ^ , Wcc 1 ^ c 
CC w ( i 3), 而 Cfr M 成为一个 代数， 所以 F [»]€ Cf o r 2 i ( fi ). 

在 (b) 的假设下， a-« € »，•••）— 

由推论 10.2.24, A a d^u € t < s~k + t - 

pih ) ~ »/ 2 » 但 j — *>* + p—2rf，j — 々 + f_ p(0 — y > 

S + P - U . 因此 FCr,»，〃）€HSr M 与定理的结论比较 ，相 
应于这种情况的项的 P 应取为 0. 

(2) p 且 p — ^< 0 — \ 令 是以 

<r(R-) - 乂 (*,»{>)，•■*)为象征的零阶仿微分 算子. 在00之 
下，由推论 10.2.24 

A a d"u — R„9°« _ » € Cf se (i3), 

这里 a — (»— + p — ^ > 2 p — 2d > 0. 

在 00 之下 则有* • e Cfl ). 因为 I - 攻 + * — 

pOd - j>i + p -^> 0 . 于是以土(;0•为象征作出的仿 

微分算子 i * 在 5 P (5 X 川 >0?)) 成 OpCS ^^ oC ^)) 中，但因 
P 一 p (0 "> p 七 m — 2 d (2 d > max (走 + P (々)） 

> m + 〆 々)）， 

所以 P e&P(SJ + -«CG)). 易 见相应 于这种 情况的 尸就悬 R a 9 -, 
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(3)々>23 —"p 且 p —々>0 ( 或 * 一是 > 同样 

{(*，《(*),•••)€(：，—〆*»， d»«6C^«. 

以它们为象征作仿微分算子艮 与又， 则由推论 10.2.24, 

A 0 d"u — « Rgd^u + • •) + w u (10.3.19) 

这里，在 (0 之下奴 1 € C ^ Q ) ， j _ p — p (次） 十 p — > 2p _ 

2rf； 在 （1>) 之下嫌 ■ € ， I ， j — p ( jt ) + / — 々一 y>/+ 

於 一 2rf > ()• 

再以― 2 -为象征作仿掀分算子 T .„ 则由定理 lO.y 有 
A 9 {x f uix ) ，...〉■ 2 T^9^« + w u (10,3.20) 

这里在 ( a ) 之下 ，奶 ecf „( fl )， tf -2( p — pOO )>2 P -2 rf ; 在 
( b ) 之下 I * — 2 (j — 〆 t )) _ f >* + p — 2 rf > 

0. 

以 （10.3.20) 代人 （10.3.19)， 我们有 

A3-K- R^u + 2 S u T af d<>u + », + S 此. 

由于 S B *6CC lfl '(fl), 而&与 7^ 均为零阶仿微分算子，因此 
〜 ecdfi). 若 |^|<2 rf- P) 这一项属于 cfir w (或 
属于 m ^- u W ), 记它为的，故得 

A a d^u — R.d°u + ^ S a T mg d f u + w, + S a iVj + Wi 

— R a d"u + 2 S . T.^u + w , (10.3.21) 

[0 t > U^P 

这里 》e ci；r M (fl ) (或* ■ e 以 

XOf )" + E 沪“⑽ 1 

为象征作仿微分算子 i »€6 p (S；*.-w(fl» (这个象征即 
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有 


•yy 

•» u ~* du t 


Oiy ), 


A a d - u-Pu + w , (或 w € H [tr u iO)), 

于是定理得证. 

3 .评注.对于一个非线性偏澉分方程，经过前面的仿线性化 
过程，得出了一个线性方程.这当然给我们研究非线性方程提供了 
~个有力的工具.这一点将在下面看到.我们要指出的是，即使 
対于线性方程，这里的仿微分计算也是很有用的 4 

设 I Md-u - 0是一个线性偏微分方程.设 0n (*〕 € 

Cf oc ( fi )^ iR - 的一个开集.此外，设定点（*。石 ）X ( R '\0) 
是方程的非特征点，即卢0.若 

\ a \■■ 

<*£>(*)€ 

方程的解 u€CUa'), 由关于《在 U , go ) 的撖局部正则性定 
理可知，若 p > m, 则有《 e 这里 t — min {m + ft, 

#> + ^, m + 2i}; 若 m — i. < p<m, 则有 《 € C ( ^ {() . 

事实上，若 P > m , 设土和 B a 分别是以 《 j a OO 和9"«00 
为象征的仿微分算子 ， 则有 

S A ^ u + 2 h + *» — 0 ， 

\a\m m |a|«» 

这里 "( fl ) 而 B B B „6 CUfl ) ncr rt , (!l ,, ff -mint,*, 

又 + p — m }. 因此 

|ola« 

这里但是仿微分算子 

S ^a-6 5p(S(fl)). 

由于芝] 在 （*•,&) 是微局部椭圆的， 

|0|*« 

u i x •- min{» + P + 又 ， m + 21 } # 



IS - eCCoXfl ) 且用一则由推论 10.124 •有 

S + a _ o, »>,« cr 0 y--(fl), 

tal«« « 

因此 « 6 C c % i lrlm 

定理 10.3.8 在应用到微分方程的一些具体问题上时，也有一 
些具体的改进.首先，在应用到亚椭圆性的研究时,我们需要假设 
« € CUfl ), 而我们能够建立的先验估计又是在空间上的，因 
此我们必需改进定理 10.3.8 以便建立空间上的定理.下 
面给出这方面的一个结果，其证明可 以参看 C . J . Xu [ l ], [4]. 

定理 10 A 9 设 P > msx { A „ p (01 f 

，>0,*是方程 （10.3.15) 的一个实解 .令 

P € 0p(S7+--w(fi)) ， »(/*) —〆*，*) 

由定理 10.3.7 给出，则有 

我们知道，仿徹分算子 P 只是非线性方程 （10.3.15) 的第一次 
逼近，而/»« = f 右方的/仍是《的一个非线性函数，因而可以再 
次用仿微分技巧处理下去，正如可以作到任意髙阶的 Taylor 展开 
式而使余项有任意高的正则性.这样得到的当然是一个重线性算 
子. 我们这里也仅仅指出其结果，其证明和应用读者可以参看 
J . Y . Chemin [1] ，[2]，[3]，[4]. 

首先给出一些记号.这里使用的环形分解与 H —样. 

令是一个上升的整数列.我们可以对 P 归纳地定义 
-族重线性算子如下，其中《和》是两个函数 

- S #+w „(a)(S S 

走义 10*3_10 设 ^€ N , 定义 P 阶逼近算子为 


(10.3.22) 



这里 1 

于是我们有下面的梢确的通近定理. 

定理 limi 存在一个严格上升的整数列 { iVj 使得： 

( a ) 若 «€ C % P >0, »是一个实值函数/€(：~(11|乂10, 
/(*， O 0, 则 


I 1 K *，《) — 2 ,») ||^»+'>» < cw c 〜 

这里 c 只依赖于 》 和 /4) 的上界，而则是与{凡> 
相应的由定义 10.3.10 给出的算子. 

(b) 若 u € H^'u P>0, f 与 (a) 中一样，则 

IIKx,*)-S M h <f h M < C ||*||^^, 

这里的 M 〜和 C 同 (a) 中的一样， 

首先，当 /*=■ 1时 

M u Ka , u ) — 2 — 2 w » 5 *+« i ( a )» 

于是存在 K € C 知使° 

/(«)-Af 1 ’ 1 (尸(《)，》) + K 

-=S 5 «+w‘ (〆(《))««+ 及 

4>0 

- s WW ) 岣 
9> 0 

+ 2 («) — + R . 

7>0 

因此，这个定理推广了定理 10.3.4. 关于多元函数和关于偏微分 
方程的定理 10-3.6 和定理 10.3.8 的类似的结杲是显然的. 

在研究非线性偏微分方程的边值间题时，我们需在的一个 
推广，即空间 H - Xm ) 上工作.这空间与 S5 讲的余法分布有 
关.因此有所谓切向仿线性化定理，请参看 M. Sabli-Toageron 

[1J. 
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H - 非线性方程的解的正则性 

1. 正則性.我们现在研究 非线性偏微 分方程 

(10.3.15) 

^[»] — F(*，》(*)，..*， 的*(»)，•••> 

— 2 2 ■ 4 «C*» w W» , 

kt<k<» i«l — 

+ - — 0 (10.4.1) 

(关于 f 的假设均与 S3 相同）之解的正则性. 

定义 10A 1 设是一■实值函数， P>max (如, 
fOO) 是 S3 定义的 F 关 于“的 主象征(即线性化算子 

的主象征).若点 U,fo)ei3 X (R "\0) 适合 - 0,则 
称 U,g.) 是 f 关于"的特征点,非特征点称为微局部椭圆点，当 
足够光滑时其 Hamilton 场的特征曲线称为 F 关于《的次特 
征带. 

关于非线性方程解的微局部正则性，我们有下面的基本的定 
理. 

定理 10.4.2 设》€ Cr ac (fl ) ， p > «/ (或《 € <> 

-- + d t f >-- + maia，KO)) 是方程 （10.4.1) 的一个实解， 
4 2 

U,S,)eo x (R-\o) 是关于《的非特 征点： P .(xo, &) 尹 o, 则 

«“以?，（或 "cn 

证.由于定理 10.3.8 的条件满足，因此存在一个函数 

/ecf:r“ ⑼(或 mtr u (. o )) 

使 

p « — /• 

这里 peo P cs： + ,_ M (iJ» ( 而且其主象征即#>•，在（*。， &) 处 
不为 0. 因此存在的一个锥邻域 P 使得在 P 中#>_尹0•设 
K 是一个经典的零阶 PsDO, 其主象征在0。， &) 的较小的锥邻 
壙 V X ^ V 中不为0,伹其会象征 <Cr,S) 在 y 外恒为 o. 由定 
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理 10.2.22, 必存在 ? (»,|)€ S ^._ 21 l ( e ) 使得？％ 一夂设 Qe 
Op ( Sa - w ( fl )) 以 9 ( x ,0 为象征，则必存在一个正则化算子 
Rer ( ^-- w > 使得 Qop = k + r , 双方作用到》上有 
Ku - Qf ~ Rue (或 m ； r ^ u W) t 

于是定理得证. 

对于一般的方程，解的微局部正则性就只能到此为止.我们不 
能把所得的解再代入 f 以提髙/的光滑性，然后再重复使用这个 
定理(这正是撖局部分析的一个重要方法），这是因为我们的仿线 
性化定理只是局部的而不是微局部的.这个定理也适用于一些相 
对“弱”的解，因为我们实际上并不需要《有经典的《阶导数，而只 
要求 每一项 乂 (：《：,«(*),.■ 和 单独地厲 

于即可.当然有 i 午多弱解并不适合这个条件.对于某 
些方程(如激波方程 ）》 这个定理并不适用于其弱解，但是非线性澉 
局部分析对激波这类重要的物理现象也是有用的. 

2<月部亚拥 D 正則性.为简单起见,我们只考虑二阶方程 

F (*,«, V », V 2 ») - 0. (10.4.2) 

这里 F € C~(fl x R w ) , iV - -L (» + 1 )(b + 2) 是》的不高于 

2 

2阶的导数之个数，对于实值函数 》€ Cr «( fl )， p >2, 由定理 
10.3.7 给出的象征所确定的线性化算子是 

L(*,D) — 2 «，•*(*)⑽ • + 2 + <(*)• 

f 

(10.4.3) 

这里 

QB 

叫 （*) _ 印 ( 多 ）_ :—(«，《，▽<#,▽*»)， hk — “•••,》， 

OUi k 

* K ») — ^ (* fVu , V 2 »), / — !，•“，》， 

OH 

它们都是 c ^ Cfi ) 中的元. 

走义 10 A 3 称（10. 4 . 2 )关于《的线性化算子 L (10.4.3)^ 
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次椭圆的，若对任意* €/3有0^0))>0,且对的任意紧子 
集 K , 存在常数6>0, 00埤得对任意 V € CJ =( K)， 下面 
的次椭圆估计式 成立： 

MX cu<k，v> + MW. (10.4.” 

我们将证明下面的主要定理. 

定理 10.4.4 是方程 （10.4.2) 的实 

解.若方程关于《的线性化算子 i 是次椭圃的，则 «€C-(fi). 

若 L 可写为自伴 形式： 

n 

l - I] 沙 (《i*o)a*) 

(吵) -雙卜 w ， 

而次桶圆指数 S 又与无关,则定理只需设 (,>4-28. 一个算 
子为次浦圆的充分条件很多.首先，若 I* 是椭圆的，则它是次拥0 
的且 S— 1,这时我们又得到了经典的结果.若 L 是蜕缩椭圆的， 
则有所谓 HSrmander 条件以及 Oleinik-Radkcvic 条件.此外 • 
和定理 1C.3.8 中的指标—样，若方程是拟线性的，则只要求 P > 
3. 

定理10.彳.4的证明将归结为一系列其它的定理.我们有相应 
于线性化箅子 l 的仿微分算子 P 其中 

i n 

P-'S a*G* + Go + fo, (10.4.5) 

这里 GteOpCS^Cfl ))^- l ,2,"*,*), Go€Op(Si J <0», 
它们的象征是 

o-i: 

gl ( x , 0—2 «(*(*)O'l*). i — !»•••»*» (10.4.6) 

e.Ux t £) - s /- 1，…， 《■ 

M ■丨 OXi 
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由于 #€cr #c (fl)- cr 0c (o)nH?„(fl), 由定理 ioj.d 有 

Pu -/€Cr oc (0)nH{„(fl). (10.4.7) 

这是一个线性方程，我们现在象处理线性方程那样来作它的能置 
估计. 

定理 10*4.5 设 P 是算子 （HM.5). 若0^(*〕）>0,则任 
给的紧子集 K 和 * eR, 必存在常数 C >0, 使得对所有 pe 
G(K ) 有 

2 l|Gjf[|?i* + l|Go* , ![ J , 1 

y ■ , n * 

眇临时] (10.4.8) 

对一切 ff > 0成立， 

象对线性算子一样,我们需要有关非负函数的一个引理，其证 
明见 O. A. Oleinik, E. D. Radkevich [1]. 

引理 10.4.6 设在上（叫 00) > 0,其中叫€ CUSJ )， p > 
2,则对 fl 的任意紧子集存在仅依赖于 k 以及 ipiabd 的 
常数 M , 使得 R 

I T! - a if—VjJ < Af 2 »<*(*)*»*.*»/. (10.4.9) 

1 i.4-1 o*« 丨 

对所有 *^€ Cr(K) 成立.此外，对所有 （*,£)€£> x R ■有 

Is **^*1 < 2 « h (*) S«« c *) s * In (1。.4.1。) 

走理 1IM.S 的证明.分四步进行 

(a ) 首先 估计& 由引理 10.4.6, 对所有的 

* * * • **■! 

Cf(K), 由 （10.4.10) 

a • 

积分上式即得 

■ 

2 C 2 负* 0. 

因为叫 € C ^\ Q ), p -2 > 2, 故 £ 推论 10.2.14, 对任意 a >0, 



g,{r,D-)~Gr. Ho — L 、 

n n 

2 ⑽ S d K a ti d i： H-'-L* 

都是连续映射，因此 "" 

S \\Giv\\%><C {|S(G j( ,,S /tf )| + 

此外 * 由于并且有实系数，我们有 

|2( 如 , 咖 )| <c{|(JV，tOI + WIW. 

因此有~ 

0 

S \\ GA ^< c {\ iP V , v )\ + II H!^}. (10.4.11) 

/■I 

为了估计其余的项，我们需要估计交换子 [/»,£*]. 为此先 

证明 

引理 1(K 4.7 设 E 1 是以 （1+ 1^1)- 为象征的适当支拟微分 
算子，则存在拟微分算子 E)€iLU (>•- 1,...， 2 /0以及/?。一 
OpCSUCfl )) 使得 

U 

[P, £*] - S E)Gi + Ro . (10.4.12) 

证.这个结论可以直接由 S2' 的象征计算得出. 

走理 10A5 证明的继续.我们再来作第 二步： 

(b) 现 f 估计圭]设^是以 

* • • / ■" + I 

^/«： OXf 

为象征的仿微分算子.由引理10, 4.6 有 

■ « 

y-i liwi 

和 0) 中一样，由此我们得到了 
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另一方面， G—j 一 LjoE~ l + J 2# (; — 1, • • • , «) ,这里 R t aOp 
(2^( fi ». 因此，对于 2€ C a -( G )， 令 t> - E' l S , 并记 £° - 
(1- A ) 焓 ' 由引理 10.4.7 有 

+ I j ； (10.4.13) 

结合估计式 （10.4.11) 即得 

2a 

f 纖 i 

+ l(EW»! +im (10.4.14) 

CO 亨 f 考 f 甘现在有 


( p »> E~i t E~*G e v') — - ^ (.A Ki d k p,diE^ , E-^G a v') 

l ， i»l 

+ !|£ _ i Gov ||?/« + ( P t v , E -^ E - iG,,vX 
记札一£十£-4。6 0!>(21_,00))，即有 
抑4“< |( p ^ j ?^)| + 

+ I 2 (. A ki d K v , dM \, 

1 i.kml i 

由于 <««(*)) >0,任给 （*， g ) 和 CrWefi X B ■有 

■ ■ 

2 a ^t < -r 5 j 叫 ( 太 )（§ 必 + »iw)« 
“*■1 ^ 

再由推论 10.2.14 就有 


S (4 知,勿心) 

M _， 


1 *•*•】 I 


■ 

S ] U»9 k R^,d f R t v^ + 
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最 ri , 由引理 10.4.7 和 ( b ) 我们得到 

i ： < C { |( h ， K ) 

* 

+ [( Pt -, R 0 i »)| + l ( R p P », J ?|| t <)| 

+ :(£ a Pc ， sV )| + MW . O 0.- t .15) 

( d ) 攀 Jf # 对于 ieR , 有 

< c { 自 WGiE-vW%^ [{G^r^ + 114 蝌 

< C{l(PE,t/，£,*/) 1 + |(i , £^ ! R,5,«-)l 

+ \(R $ PE,v,R t E,p')\ + \(E i> PB,v,E 9 B 1 p')\ 

+ < C {[|/-(-[|^+ ^||[P , En 4 %' 

+ c (/ OIMIV +"} 

{jiMV + \\GM\y + co)imiw-}. 

这里 p 可以取得充分小，于是我们有 

S \\ GM\y + iimi 。 

<。{||/>秦 + IIK 
至此定理 10.4.5 证毕. 

为了证明定理 10.4.4, 我们还需要两个结果： 

定理 10.4.8 设算子 L (10.4.3) 是次椭圆的， P 是相应的仿 
微分算子，则对 O 的任意紧子集 K 和 5€ R , 均存在常数 s > 0, 
c >0 使对任意 （/€ C ?( i ：) 有 

|| HI «* + *< C {|| P «.||1,. + | W ^}. (10.4.16) 

证.由次椭圆性的定义（10.4.4)，推论 10.2.14 和引理 10.4.7, 
有 
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< C {([ P £ , t-|[ J „o - f - []«-!!/,»+»} 

<c { l ! P (-|] A *+ Sl ! G ^ ll «-+ Wl >+*} 

取 ^ 一 I > o 则有： 对所有的 p e cr ( K ) 

I>;Ih*+ b < CtllPul]/,* + |]»||«*>. 

此 Ui 于 p : 是连续的，以及 era ) 在 nu\% 

( K ) 中稠密，所以 （10.4.16) 对所有的也成立.定理 
证毕 t 

然后，我们再来证明： 

定理 10.4.9 在定理 1 M .4 的假设下，设 P 为仿微分算子 
(10.4.5)， < pec 0 -( fl ), supp 则存在 

0和 c > 0使得对 于解* e 有 

!!<p»|]/,*+* < C{||qj 1 P»l|? l * + |iqp 2 w||&，}. (10.4.17) 

证.设 a e c;(Q) 且在 k 上妁 s l , 对于 o < a < 1 ，令 
«X*) = TguC.x') — 9 iC*)(I — «A) -1 9»(*)*C*). 

由引理 io .2.26, 7%对于参数 S 是有界算子族，而且当 S — 0时， 
在你’（0)中 u t -*tpu, 以及 

HT e «lt H .<C|| 9) »|| H s 00.4.18) 

这里 C 与5无关，因此，由定理 10.4.8 有 

IMh +‘ < C{|]f 7>他 + ||7>|制 

+ MA *}. (10.4.19) 

现在活计 l ![ i ) f r ,]«!| A .. 由简单的象征计算 

n _ 

[/ sr,] - SG,r*, + 2 T t G, +l Te + f s , 

〆 ■ 1 i ，1 

这里尺是零阶箅子， h 是有界算子族，而 r* f 的象征是 奶 (*) 
(1 屮 sUp ： TD , i 9) (*), 因此与 r a 类似，是一个有界算子族，特 
别是有—私于这 Ka ) 中 4 因此我们证明了 



(10.4.20) 




由于由定理 10. 4 .5 和引理 10.4.7， 

S !!GiT M «||i. <c{2 \\G,E>T Sk ur H - + ||r st «||^} 


<C {|lv>P«U- + /* s l[Gir, t «||^. 
+ CU )|| T et « 临 


这里 r st _ r , 当 
r » t ], 但是现在有 


I ,-*-,2* 时.因此又需要估计 [ D , 


!(£,[/>.r, 4 ]«, E-T u «)l <C {|s (£,GiT M .i«,E*r n «)| 
+ ]s (E,r fl G, + ,T Ji «,E*T, t «)| 




这里 f ： •与 5 S 类似.这样最后证明了 

\\ TMh ^< 0{||^«||^ + w «||> 

十 IIv » IIh * + IIv ' wIIh *} 

< cditpiPwiiA* + HvimIIh*}. 

由于右方不依赖于 5 ,故令 5 -0即得定理之证. 

定理 10.44 证明的宪成. 由定理 10.4.4 的假设 《 e Cf O 0 ( fl ), 
r >4, 但这时 所以 «€ Cr . c ( C ) nHJ ec ( fi ). 

由定理 10.4.9 就导出限制在 K 的某个 邻域上并反复 
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利用定理 10.4.9 即知对任意正整数汉都有躭是 
M € C -( fl ). 定理 10.4.4 证毕， 

8•评注.关于微局部椭圆正则性,若是讨论一般的算子，定理 
10.4.2 的结论是不可改进的，因为我们不能反复地作下去.但是 
对一阶非线性方程，我们有好得多的结果.事实上，利用 S3 评注中 
所指出的高阶暹近的方法， J. Y. Chemin 在[ 4 ]中证明了下面的 
定理. 

走理 HX 4.10 设 0< tf < l 使对任意 »€ N 均有 


-Jr-. D 是圯的开集. *€CU?(fl) 是方程 
w 十2 

— 0 

的实解_ 这里 P^C X {Q X R" +1 ) ■设 (*„? 0 )€fl X (B"\0) 是 
线性化方程的椭圆点，即 j] «(*,), 

^-1 OUj 

因此，若 «ecf 0C ,*(fi) (即 si 

中提到的 Zygmund 函数空间），则» € 

与定理 10.4.2 的结果比较，这里 的撖局 部正则性要高阶. 
这是非线性函数的高阶逼近给我们带来的好处. 

关于局部的亚椭圃正则性，我们在这里仅指出几个充分条件. 
首先考虑所谓的 Olcinik-Radkevi# 条件. 

这里办 ,0,1) 的定义如 （10.4-6), 而依赖于一 
个实函数 p ^4. 因此，这些函数关于*都是厲于 
的_现在令 《- («, ，+为一多 重指标，其中叫~ 
0，1，+ ",2».记 | a | - ♦，若 p ~ 3 >\ a [, 我们可以定义以下 
的重迭的 Poisson 括号 

— (一 ，.- • ，{;。 卜,， f „ t } 

«.(*,!) 关于5是一次正齐性函数(于 f 卢0处），而关于 * 
则厲于现在我们有 

定理 1 M .11 设« € 是方程 （10.4.2) 的一个实解， 


* m • 



且存在正整数 P 使得 P > + 3. 若方程 (10.4.2) 关于》的线性 
化算子（10. 4 . 3 )满足以下条件： 

(a ) 对所有有（叫0)) >0, 

0>)对的任意紧子集 K 存在常数00使得对于所有的 
(*，f)efl xR-, 旧 >fi>o 都有 

则线性化算子 i 是次補圆的，从而 *ec-(fi). 

如果方程 （ltM.2) 为以下的拟线性 形式： 

m 

2 x i u + ^ 0 * + /(*,«) — 0 , 

/■I 

B 

这里 Xj _ 2 ai i ( x , «(*)) a t G = 0 , 1 ，…，》)， 而叫和 / 都 

身 =1 

是实变量的实值 C " 函数. 若将前面的换成 X f 0c,O = 

S 叫 (*，《00)(«_f*)，g a 0,0 换成 &(*，！）的重迭 Poisson 括 

号，则定理 10.4.U 在假设 u € CUXO ), P > m ^{ 2 , p } 的条件 
下仍然 成立. 这就是所谓 Hormander 条件.定理 10.4.11 的证 
明见 C. J. Xu [l]j[4], 

在定理 10.4.4 中我们事先要求《至少属于这在完全非 
线性方程以及真正蜕缩的方程情况下已经难于再有很大的改进 
了 . C. Zuily [1] 中对一类蜕缩的 Monge-Ampferc 方程证明了 
存在有属于 C 1+l 但不属于 C 1 的解.在定理 10.4.11 中则要求《 
有更高的光滑性，这是因为在假设条件中需要算子的系数有足够 
髙的可微性,从而保证有可能计算重迭的 Poisson 括号.这一条 
件则是可以改进 的：在 C. J. Xu [2] 中在硭上引进了所谓 
Fcfferman-Phong 条件（这是一种几何类型的次椭圆条痒），在 
那里只需假设 u € C \ 

上面这些定理的次柄圆性条件都是给在关于某个解》的线性 
化算子上的,因此是依赖于《的.但是在 C.ZuiIy[l】 中，对形如 



det(WjjOO)— 中 00 的 Monge-Ampire 方程， C. Zuily 给出了 
关于函数的条件便它的线性化算子满足定理 10.4-11 的条件， 
这就表明，在一定的条件下，即使对于一个完全非线性的方程，定 
理 10.4.11 的条件也是可以与《无关的.当然，对半线性方程，这 
—点是显然的. 

此外，关于非线性边値问题的研究可以参看 SabU-Tougeron 
[1] 和 C . J . Xu and C . Zuily [1], 而关于高阶方程的研究可 

见 C. J. Xu [3], 

S 5. 非线性方程解的奇异性的传播 

1• 完全非线性方程解的奇异性的传播 .保持 S 3 的记号，本 

节的主要结果 如下： 

定理 10A1 设《是 S 3 中方程 （10.3.16) 即 

^[»] — S 2 …，，…） 

+ — 0 (10.5.0 

的一个属于 W{„Co) 的实解 ， f > + + maxd/>U)) 和 J > 

it 

j + rf -^ + niax ^, 《 . + 2 fW )_ 此外，假设主象征(特征多 

项式） NO , 0 是实的而且属于 C 1 (若 y + K «) + 2 , 
它自然满足)，设 是 的一个特征点，而且微局部埯有 
«€ *< 2i—Y + 2 (/— 1 , r 是通过 (*#,?„) p a 

的次特征带.这时，我 fl 有* ewf , 

显然，我们必须设 S~j+m~2d-l> Q , 否则,定理是 

平凡的.令则由定理 10.3.8, «是下述的仿微分方 



程的一 个解： 

Pm _ f , (10.5.2) 

这里 p e OpCSy - f .-./), t e w ^- w ( o ). 因此，定理 10.5.1 将是 
下面定理的直接推论. 

定理 MU .2 设 P €0 p ( S ：), ff > l , 其主象征 
C 1 且取 实值； s, t€R, + 设 使得 

(*。，&)是的特征点，而且微局部地 
有则在&过的次特征带 r 上，微局部地有 

*€«K 

注.这里假设 P .6 C 1 仅只是为了保证过 u ,?„) 的次特征 
带(即 Hamilton 场//_的积分曲线)的唯一性，若 H 假设 P e 
o / sn , a > i , 但再加上//_积分曲线的唯一性，上面的定理 
仍然成立， 

由于我们仅只考虑一条次特征，因此可以用一个 l~m 阶的 
椭圆型拟微分算子与 P 复合而将问题转化为 m -\ 的情况.这 
样作只不过相当于将 r 童新参数化.因此，下面我们 记知为 朽， 
而用 H 表示巧的 Hamilton 场， r 是 H 的从点 (y，j?) 到点 Cr a ， 各） 

的积分曲线，我们当然也应假设 H 与锥轴方向不平行， 

» 

否则定理也是平凡的(参见第九章中关于线性问题的相应论述，见 
定理 9 .5.3 前的说明），因为 山 当且仅当 
r >0. 此外，对 r 进行有限次分割后,我们可以假设 r 充分短. 
我耵首 先证明 

引理 10.5.3 

(0 存在 r 的一个锥邻域 W 以及一个函数炉 ec ~(»0 対 I 
为零次正齐性，而且在灰上出 

( ii ) 设 P 是 UA ) 的一个锥邻域，『是 r 的一个锥邻域，则 
存在 r 的另一锥邻域1/使 rct / c 胪以及对 I 为零次正齐性的函 
数 # c ：( u -) 使得当（*,|) e r 时 o . 而且在 u\v 

上 



证 .（ i ) 由于 H 不是锥轴方向的，所以可以在 T * fi \0 中作 
出过 (*.,?.) 的锥形超曲面 S 使之在的一个邻域内横截于 
H . 现在设 S 是定义在 r 的一个锥邻域上的零次正齐性函数，而 

且在 r 的一个锥邻域上有现在求解一个一阶偏微 
分方程的 Cauchy 问题 


由特征 线法知道存在一个零次正齐性解# e c 1 , 而由正则化定理 
又知可以作出零次正齐性的函数 F € C " 使得 || W (^ - 5011 c * < 

由此可知，在 r 的某个锥邻域妒内有//梦 

( ii ) 由于我们要构造的是零次正齐性函数，因此，只要在包含 

r 而又横截于锥轴方向的某一个余维数为1的子流形 
/ 

S 上作出，再对锥轴方向作零次正齐性拓展即可.若 r 充分短， 
即可取 S 使之包含于一个局部坐标邻域中.这样，问题即可转化 
为如下的形式： 

设 vczw ( zw ~~\ //是屮上的一个向里:涵， r 是 h 的积分曲 
线，它连接 p 内的2与 々点 且全在 r 内.现在要求作出# cr(to 
使在 r 上 v U )> o , 而在中 h v ^ o . 

现在我们将 Hamilton 场的积分曲线的摒念略加推广，而称 
—个分段 C 的映射为 W 的 s 积分曲线，如果它满足 
||-^i-W(Z(0)||< fi . (10.5.4) 

对于*€妒，我们定义 

r (*) — sup {»; 存在一条 H 的 e 积分曲线 z (0 
使 | Z (0) — < s , 2(0 — *}• 

若此集为空，则规定现令 I ；是 r 的一个 8 l 邻域， Sl > 
0充分小.再取 *：> 0充分小，则由8积分曲线的定义和 H 的连 
续性，我们有 ： 



(O TOO 是一个有界可测函数，在 r 上 rc *)> 0 . 

( b ) {* er /, r (»)> o } 包含辛 i / 的一个紧子集内. 

( C ) 存在充分小的 a > 0,使得若 * 5* *%*, «' e £/, \x — 
<«, *-*- 与 HC *) 的夹角也小于则有 n « o > rw . 
实际上用由《到 〆 的直线段延长到 * 的 e 积分曲线，即可得到到 
达; t ' 的一条, 8 积分曲线. 

设 ZC *) e c .- CH 1 --*), zoo > o 且其支集是原点的 一 个充分 
小邻域.令奶 _ r * z , 则 奶 ecroo 而且在 r 上物: > o .现 
在若 k — 与 // U ) 的夹角又小于《/2,则 

9>.(*0 - ?>.(*) - j [r<y - o - r(* - oizCOrfJ：. 

(10.5.5) 

利用 h 的连续性，若; e 的支集充分小，则対 t « supp z , iz ' - 0 - 
(« — t ) _ * 与_ 0的夹角也小于因此 r (*'— 

D — r (* _ C ) > 0 ,这就证明了 < p . C *0 - « p . C *) > o . 当 * •和 
*在《的积分曲线上时，令 *'-♦* 即知在£/上有 H 利(*〕 > 0 , 
读者可能会注意到， U ) 中？ 1 的构造比 i ) 中的构迪要复杂 
得多.这是因为在 ii ) 中我们要求 €<：,_(!/). 因此不能采用正 
则化序列的方法，否则不能 保证 1 P 之支集仍在 U 内.此外，我们在 
这里仅仅用到了过 S 的积分曲线的唯一性和 H 的连续性. 

引理1故5.4 U 和 F 与引理 10.5.3 中的相同，则存在一族函 
数也 € C _, 5>0,它们对 f 是零次正齐性的，且支集均含于 U 
的某一紧锥邻域内，使得在7之外有 

叫*>丄匕 (10.5.6) 

8 

证.利用引理 10.5.3 中作出的蜇与 p ，再令 
h - ve w/, 


即可， 

以心为象征的 G 上的零阶适当支的拟微分算子&以后记作 


K u 


•8U» 



设 UCT * R *\0 _ R _ X ( R -\0) 是一个锥形开集， 对于以 
HI , 我们可以作其半范 

11*11,. 0 一 (10.5.7) 

这里 M 是一个零阶拟微分算子，其象征在£7的某一紧锥形子集外 
为0_ 

下面的能 量估计 将在本节中起基本的作用. 

1015^存在 s >0, 使得的 € R , V 紧子集 FSfl , 
3映射 C : (0, S »( O )— It + , 当 0时， C ( ff )-0, 同时存 
在 (10.5.7) 类型的半范 

II - II,f, II - IU..P, II - IU-im 
适合以下的不 等式： 对一切 有 

+ + + ll«IU +1 }. 00.5.8) 

这里 M 是一映射 A /：(0, a 0 (6))- R + . 以上 3.(0 待定. 

暂设这一命题已经得证，我们应用它来证明定理 10.5. 2 : 

走理 J 0.5.2 的 证明. 显然（10.5.8)对《 € H 广 1 也 

成立.另一方面,为了证明定理 10.5. 2 只需证明：若 

以及 P «€ H “ 则不过 wwr * —般不 成立， 但是一 
定存在某个 /使 》€ m ~' 成立，在对 r 证明了定理 10.5.2 以后， 
再重复此一过程即可. 

设**满足上面的假设，作 X € C ； w , 而且在 r 的某个紧邻 
域对底空间的投 影上 z - i . 令 

»« ■ T a u ~ Z(l — « A ) _ l Zw . 

3¥子 r B 是一 2 阶的，若 s < i , 则对可以应用能 量估计 
(10.5.8). 7„是2:中的一族有界 算子且 当《 — 0时有 
(在中)， 因此, 为了证明定理 10.5.2, 我们仅需证明 K 外 
当 《 变化时成为 沪 内的有界族即可.现在由能 量估计 (10.5.8) 有 





+ "rU (10.5.9) 

对其右方各项可以分别估计如下： 由于 r .€ Op ( S ；), 我们有 

IM , + l _,< cW |, 一 

\\ T a u \\.-.. v < C \\ u \ U. tt 

这里 II • IP 是指可能需用另一个半范来作估计，而以上的 c 均与 

无关 • 

关于右方第三项 linHUa 有 

lpm .17 < l | r ^*||,_ I . 0 + |[ r „, 尸]«||一 

交换子 [ U ] 是 2 i _: 内的有界算子族，故有 

l|[r„,p]«iL- 1 . l 7<c{||«||；. l . I7 + ||*|U, l ,K 

同样 

由关于》的假设，我们已经证得 （10.5.9) 右方的 

wW { l | r D *|U + \\ pt b u \ u,v + \ iT a u\\.-..u 

+ f | r „«| U l ^}< M I ( a ). ( 10 . 5 . 10 ) 

最后活计 （10.5.9) 右方的第一项.我们有 

< \\ K , T a Pu \\, + | fK ,[ P , r .]«| l .. (10.5.11) 

但 ft 

llK 8 r B hil , < C \\ P 4：. n < C , (10.5.12) 

因此，只需估计 l | K ,[ P , r . i «||„ 但算子 ( i -« A ) r „ 是一个零 
阶有界算子族，其象征在 h 的支集上为1,因此 

& &[ p , r D ](i -« A )7> + s u «. 

这里 S a € Op ( Si -,) 形成一个有界算子族，且其象征为 0, 因此 
(|x a ti , ,Tj»||,<||x i [P,r„](i-«A)r B «|| I 
+ •，一 

然而 


IP , r.](l - « A )- PTXl - flA )- T B (t - aA)P 

— or.tP.A] — s: — ar a [p, 厶 ], 

因为在心的支集上 r„0 - oA) 的象征为1,因此 
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形成 一个 有界算子族，且其象怔为 o , 因牝 

[|K e [P,T B ]«[|, < !|«JC,T n [P,A]« B || I + C||«|| I+i ^. (10.5.13) 
令 e B - u r B [ p , A ]. 因为 a r B 成为 一2 阶算子的一个有界族， 
所以1是 oKSl-O 中的一个有羿算子族.现在 
II 祕* a, < ihk s «x + mwiiL 
若 a > 2 , 是 oksa ) 中的有界算子族，因而上式最 

后一项适合 

m a ,Q a w[\,<c{\\4u 0 

+ IIU (10.5.14) 

若则 [ x s ，么]是 op ( SU 中的一个有界算子族， 
其象征为0,因此 

]|[^，e o ]«JI,<C||«||, +I ^. (10.5.15) 

最后我们有 

110-^11, < C 0 ||K,*U, + CM— 

C, 既不依赖于《也不依赖于 5. 总之，我们得到了下面的估计 ： 
C # c (5)| t ^«„||, + w ,( a ), 

这里 M/5) 与《无关.现在 ® s, 充分小恒可使当 s < a, 时 
C.KS) < 这就证明了 

令《 —0即有因此就证明了 #€Wf. 

可见问题归结为求证命题 10.5.5. 为比，我们需要再 证一个 
引理 • 

弓|理 10.S.6 为使命题 10.5.5 成立, R 需证明，对一切紧子集 
存在8>0和函数(与命题 10.5.5 中的一 
样），使得对一切 《ecr(F), 有 

K 離,+ M ⑷{|14, + |WU}_ 

(10.5.16) 

证.设£是幻上的一个适当支的拟撖分算子，其象征在£/的 



一个紧锥形子集外为 0, 而在 SU pp 心的某一邻域上为 

(1 + im rt . 

于是 

II&4, < |[K,B«||.+ CCIWUu + ||«||_«). (10.5.17) 
||K S E«1L < c (0!|Ji ： »P£«i|o + M(S){||E«|| 0 ., 

+ ||E«||-»}. (10.5.18) 

但是 

（10.5.19) 

(10.5.20) 

||K,PE«4< l|E&P»4 + ||[B ， P]« 

+ ||[X,,[E,/»]] k 1I。+ ||[J：„fi]f>«|L. (10.5.21) 

现在[£,?]€0 ? (2；_0,若 ff>2, 则我们有[&,[£, i >]]€ 
OpCS;: 1 】） •若 l<cr <2, 则 [ K,，[£，P]] eOpCZD 而其 
象征则等于 0, 因此有 

||EK s ?«|| 0 <C e ||K 5 P«H„ 

||[ E , P ] K 5 «| l 0 < C ；[ i ^*||„ 

这里 C, 和 C: 均与 S 无关.此外 

||[ K B , U , p ]]«|| 0 < cc ! ML _ 1 . r , + 

i|[K a ,E]P«i| 0 < C(||p«||^ 1>t , + ||«|| I+1 _ ff ). 

把这四个不等式代入 （10.5.21), 再连同 （10.5.19), (10.5.20) 代入 
(10.5.18) 然后代人 （10.5.17) 即得 

l|x,*l.< c^(a)l|K s *[l,+ c 0 K«)||x„i>«|i, 

+ + UPkIL-kit 

十 !l«IL-..« + 

取 a, 充分小以至当 s < s, 时 cic(ff) < ^ ■，于是令 c -{ 8 )= 

2cvu)， MXs ') - 2^,(ff) 即得引理的 证明. 

因此，为了证明命题 10.5.5, ^®i!E0^(10.5.16). 令 P 的伴算 
子是 p*, 则 p-p-eopCSi-O.'Hji, 

| Im ( PK , “, K s «)| - + |(( P - P ^ K s u , K s u )\ 
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<C\\KAl^ 

另一方面， 

lm(PK 9 u f K 9 u) ^ Im(X«P«,Kaif) 
+ Re I (尺？[尸 ，&】《,«)♦ 

I 


由引理 10.5.4, 我们有 

- T - Ki [ P , K,l - KtS „ K s + S t + S if 
t 3 

这里 U ^ jOpCSD , 而且在 suppK , 上有 

1. 此外 ffC 5,)(4：^) >0, supp ffCJOcr . 最后我们得到了 

^ \\ K s u[\l + Re ( s ,*,#) < C | lK ,«||2 

+ 11 K , P «||3 + MC 5){||«||3 ,v + ll « ll (.-,)«}. 

现在取 S 充分小，使 ^- C >0, 则得 C (5) - —~7 T 满足 
8 C 0 — oC 

引理中的条件，从而引理 10.5.6 的最后证明归结为下面的强 

Girding 不等式(在其中令》»=0 ， r — — 1). 

定理 10*5.7 (强 G 3 rding 不等式）设 S €0 p (2 ?)，r >0, 

且5的主象征 SO , f ) 為0,则存在>0使得对的任一紧子 

集 FSQ , 以及任意的 

Re ( j «,«) > — C P ||« l | i _ rt . 

T T 

上册第五章中我们也讲了 一个强 GSrding 不等式（定理 
5.5.18), 其形式与这里讲的相同.但现在算子 S 的主象征 S m { x , 
o 关于 * 仅属于 C 而本是 c ' 因此定理的证明要有所不同. 
我们将不在这里证明，而请读者参看 J . M . Bony [ l ], 该文中的证 
明要用到 A . Cordoba 和 C . Fefferman , Wave packet and Fo ¬ 
urier integral operator , Comm . P . D . E. f 1978 — 文的结果与 
方法. 

2•半线性方苞屏的奇异性的相互作用，前面我们研究了完全 

非线性方程解的奇异性的传播问题，在那里，若一个解 «€//；,„ 



则我们能够了解它的奇异性直到 Hf ， 这里 f < 2 s - j + m - 

2^-1. 现在将要研究更大的 * 的播况. 

假设 0-^0 是 H •的二个开集，我们将研究下列半线性方程 
贼解 

P { x , 9)« ― F (. x , u ,---, fl ®«, --- (10-5.22) 

亡里我们假设 

( HD . P 是实系数的 m 阶拟微分算子，从而 （10.5.22) 确为半线 
性方程. P 的实特征都假设是单的，而函数 P 则是 C ~ 实值函数. 

( H :) •若 U ，§。）€£} X R # \0, f >, U ,£ 0 ) - 0从 U , f 。） 出 
发的两个半次特征（即参数》> 0与》< 0——设在》= 0时得 
到 U ,&0 点——的两枝)之一在离开 fl 之前一定与相遇. 

这类算子的典型例子是为 Rr 1 X R , 上的严格双曲算子. 

O - K' +1 , A"<0>. 

联合定理 10.4.2 与定理 10.5.1 我们立即有 

定理 10^.8 + m + 6>0, «€ H '- KQ 、 是方 

程 C 10.5.22) 的实解，而且 《 eH *( iT )， 贝 IJ u € H '{ a \ 

此外，不难验证,上面的定理以及定理 10.5.1 对于下列方程组 
也同样 成立： 

Ip 0 y » i \ /« i \ 广&(*… ） 

\ 0 P A « n / \( t N ) \ L K F N (. x t - ■ ■ , d a u , ■ ■ -)/ 

(10.5.23) 

这里的与 （10.5. 22 ) 中的 /> 相同， B 是一个 i 阶拟微分算子 
方阵， £.,(;= 1, …， N ) 都是零阶拟微分算子， FiU - I ,---, 
N ) 都是函数，其变元中 含有* 的至多为 《—1 阶导数. 

事实上，我们可以将这个方程组转化为以下的仿微分方程组 
PU + CU = R , (10.5.24) 

这里 C € OpCSr ' C ^)) &NXN 仿微分算 
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子方阵是 W 维向量，这时，前面的能量积分（10.5.8)， 
从而定理 10.5.1 都可以得到. 

为了研究更髙阶的奇异性的传播，我们引进下面的余法分布 
的概念. 

定义 ms-9 设 X 是 R * 的一个闭集， KR , 是 eNu {~}. 
令 

H‘(S ，々）一 {« € H%Z,Z 2 -■. Z〆 H 1 ，f < 々， 

是任意切于 s 的向景场 h (10.5.25) 

w * CS ,0 称为关于 S 的々阶学孕兮 f . 

余法分布的概念实质上讲_的_仍_然'是奇异性问题. （10.5.25) 表 
明，若 « ew - cs ,«, 则切向导数在一定程度（若阶数 <々)上保 
持《的光滑性，也就是说，奇异性在2的法方向上.但是在微局部 
分析中奇异性是用余切丛中的向量（因而是余法向量）来表示的， 
所以有了余法分布的名称.《€只乂2，《就表示，》沿2的法方向 
有某种奇异性. 

为了使这个定义有意义，需要 S 有切向量，因此下面总假设5： 
是有限多个光滑子流形之并，从而切向量的概念不产生问题.对 
于这个分布空间，我们立即有 

命題 ia5.io 

0) VL € L !.„ l ： H * CS ，々）— W f ( s ，々）. 

( ii ) 若 f > •••，《〆 攻）， - '»*,) 是其 

变元的 C ~ 函数，则 FC Ml> 

证 .（ i ) 对于 4 应用归纳法.当 々=0时，因为 WCS , 
0) - W , 所以命题自然成立.现设对于々一1命题成立，下面证 
明对4命题也成立，即设对一切切于 S 的向量场^ < 

女一1已知 Z l Zi -' Z , Lu € H t , 再取另一个切于 S 的向 量场 A ， 求 
证 Z . Zj .-. ZiZoLweW 1 . 容易看到 

Z t Z 2 *• « Z ； Z q L « ™ Zj *♦• Z / LZp » 

+ Zj-'-Z/Lz.jZ,]*. 



由于以《乂2，*0,因此而由归纳假设， 
上式第- •项 厲于 H 1 . 对于第二项，由于是零阶微分 算子： 
[ z 0 ,/, if 多次使用交换子方法，可以换成形如 [ ZhSnZf - 

Z /* 的各项之和，因而 也鉍于 H '. 

( H ) 首先由于*>+，我们有，…， 》, W ， 利用复 

合函数求导的法则即可得到命题之证. 

« ew '(2, <0实际上是一个局部和微局部性质.因为一个切 
于2的向量场的象征仅在 S 的余法丛上为0,因此，若《 e h *( S , 
k ), 则在 S 之外， « ew - + S 在2的光滑点，在余法丛之外，》微 
局部地属于 

例如，如果 S 是0，记 x = (*,*„), I = C ^'. S .) 2的 
余法丛是（/，(^(^心），而2的切向量由色*，生成，其象 
征分别是 X ^„, 它们都在2的余法丛上为 G , 这时显然有 
«€«-(2, ^)4=»V«€N%|a| 0 ；： (x,9. a )°««6W*. 

我们在 S 3 的评注中介 绍过一 种空间 H -^ CR ；), 它的定义是 

j a + + iriTiKoiv^+oo, 

很明显，取 2 为*.-0, 中之元均在中，这 

里 A 余法分布是 Lagrange 分布的特例，它们都是偏微分 
算子理沦中的重要概念，请参看 Hormander [5], 第三卷第十八 
章§2和第四卷第二十五章 I 1 ( 在后一节中 HSrmander 利用 La - 
grangc 分布直接给出了 HO 的整体理论，是一种非常简洁而又 
深刻的讲法). 

囬到我们的本题,我们首先证明 

定理 ld 5. ll 设 S 是 P 的特征曲面，以 r = f + 

m + 0 , 6 > 0 是方程 （10.5.22) 的一个实解. 设当“ 限制在 J 3_ 
上时属于 H ' CSA ), 则在 i ? 上也有 

证.将 S 分割成小块，可设2由一个光滑函数來 定义: 
S : yC *) — o . 因此，在 S 上， P »(*， q 5’（*)) =*■ 0•经 一' 卜 c - 变 



量变换将 2 变为 x .- O , 则算子 P 变成了如下的形状 

— Aix t d tl u + A l d Xt u + …+ A,d, t u + A a , 

这里 4 G = C ,1, •••，《)都是》»—1阶算子.此外，对于交换子 
交换子也有 

[尸，_ B x xi d, t 十...十 B,d„ n + B tt 

5；(； = 0,1,..-,«)也都是阶算子.交换子 
1,也有相同的形状.因此 

〜 /?(*，《，...，0 9 «，- ••) + [?,*, 9,,]«, 

P( = d,jF{x,u, •. • ， 0 8 »， •. •） + [ J* ， 9 "]«， 

i>2. 

*i 〜 F (: c ，《， … ， 0*»， . • •） = G(x ， “ ， i^d t 、 u ， ... ， d l u t 

0 s *i 9〜《，...）， 

G 是其变元的 C ~ 函数. 

设 y ,~ 则 f •满足 方程组 

PF . + BV ,-0,(*, 妒 F ".. •) 叫 •- “ 

现在 F . ew -' Cfl ), 而由于《在^?_中属于把(2,〖）有 Re 
由定理 10.5. 8 和其后的注就证明了 亦即 

« e //-( S , D . 再重复这一过程而考虑 = ( U 9,,)-*- 

1«1 <0,它也满足 h 所满足的类似的方程.至此，定理最后得 
证. 


上面我们研究的是》在中仅仅一个特征曲面上有奇异性 
的情况，并且证明了奇异性沿此特征曲面传播.若《在3-中的 
几个特征曲面上都有奇异性，则在线性方程情况下我们知道，如果 
这些特征曲面在内两两横截地相交，则“的奇异性将沿着各 
自原来的特征曲面传播.但是在非线性问题中送个性质不再成 
立，而出现了所谓奇异性的相互作用 . J . Rauch 和 M . Reed [ l ] 
中给出了如下的非常简单的 反例： 

在出上考虑方程组 

dt dx , dt dx ' d t 
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令 




若 * + » > 0, 

若 十？ < 0; 
若 t — x >0 
若 * — * < 0, 


»(*，*) — sup (0, r — |*|). 

则1/ ■= («,(-,«-) 是一个解，在— {/ < 0} 中1/只有两条间 
断线 *±z _ 0,在 -» {»> 

0> 上则除这两条阆断线外，在 
半射线 x _0, f >0 上， C 7 的 

导数(思出现了间断.但这 

个间断比原有的间断 （》, 

本身有第 一类间 断点）较弱 

( I 有第一类间断点新的 

异常的 （ abncnnal ) 奇舁性就 
是原来的奇异性相互作用的结果.下面来看一般情况. 

设 2 ,,是 f 的两个特征面，令 a = Si ns , 而 P 再没有 
其它特征曲面经过 A 了 （ P 为二阶双曲型算子就是这个情况）.令 
S - S . US ,, 我们首先证明 

定理 10 * 5.12 设《6//%:-^ + »» + 9，0>0是方程 

(10.5.22) 的一个实解，若《限制在 £ T 中属于 W *( S ,0, 则在 S 
中也有 《€的2,々)， 

证.有兴趣的当然是 AfliT - 0的情况.和定理 10.5.11 
一样，我们可以局部迪设 S ., S . 由 C _ 函数奶 (*) 和奶(*)来 
定义.由于2,和2:横截，经过一个光滑的变量变换可便2,和 
分別成为 4-0 和 0. 这时算子 J > 变成了如下 形状： 



P - K + 2 + A„u. (10.5.26) 



这里 2 i -^0, ; (;- l ,2), Z ；- d mj Q >2 ) y 4 是 "一1 阶拟 
微分算子 C /=0,1,••-,«), K 是 m _2 阶拟微分算子.由假 
设，再没有其它特征曲面经过 △, 因此，在& = 0} 

上，若6 - 1,-0, 即在 A 的余法丛上， K 的主象征 々 U , 

0^0. 因此，由拟微分算子的计算，存在一个2 _ m 阶拟撖分算 
子 H 使 

a 

R I Z < + R »» 

y-i 

这里 RiO -0,1,••-,«) 都是 一1 阶算子.现在 

P(Z jM )- Z<F(*,«,•••, + [P,Z,]», (10.5.27) 

■ 

IP, Zi ： u- 2 CjZiU + C„u + D d ti d tl u. (10.5.28) 

1-1 

这里 c ; (;= 都是 1 阶算子，而 ZJ 的阶数是 m - 

2, 将 H 作用到 〔10.5.26) 上，给出 

f* 

9 #J d〜u • HPu — 2 HdiZjU 一 HAou 

双方再用 D 作用，有 

D 9, t d ti u • DHF(je,tt’ • • •, d 9 u , • • •) 

+ S E i Z ' u + £ o». 

/-I 

这里 EiO -0,1, 都是阶算子，而 DH 是零阶算 
子.以此式代入（10.5.28)，再代人（10.5.27)，即知，若最后记 
y ,— 则可得到方程组 

P ^,+ BP ",- (10.5.29) 

这正是 （10.5.24) 类型的方程钽.因此,如定理 10.5.11 —样， 我们 
证得了 « eH - C 2, l ) 重复这一过程，即得定理之证.在以上的证 
明中我们利用了 是切于 s 的向盪扬的空间的基底，这 

一点是容易验证的. 

上面的定理表明,在只有两个波(按 Huygenr 原理，波前是间 
断面，而弱间断必为特征曲面，请参照前面关于余法分布概念的 
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解 释和上册苐四章关于波前集概念的 解释， p. 222 ) 的 情况下 ，半 
线性方程和线性方程是一样的，.下面讨论在什么时候出现波的相 
互作用. 

设 △ 是余维数2的子流形，且有三个特征曲面 
通过且只有这三个（当 P 为一个三阶严格双曲型算子，我们就 
可以倣到这一点).由假设 H,), S,\A 有一个连通分支与 £T 相 
遇，记此分支为 Sr, 另一部 分记作 St. 令 S_ 

们可以证明 


走理 10J.13 设 《€//*， *—l + m + i9， 0>0 是方程 

2 

(10.5.22) 的实解，则 

(0 假设《限制在 £r 上厲于 fnm , 则在 a 上也有 《e 
H，a：, 幻 • 

(b) 若》 限制在 iT 上属于 H-CS.U2*, O , 则在的一个 
邻域中 ，对 于适合关系式^ < » < * + ^ + 1, * + + 々的 

» 和？有 «6 W <( S ?,5). 

我们感兴趣的情况当然是 APIS— = 0. 当 <-+00 时, 
(b) 的结论表明，若在 fT 中，外为 C», 而在 
的邻域内是一个余法分布，则在厶之外，》 e H-(^： lf co)n h - cs ,, 
«)川/£ 1+1 ^(2,,°0),简单地说，就是若在中有两个波——《的 
奇异性一冗,和 s 2 ，则当它们在 G +中 相交后，除了这两个波仍继 
续沿自己原來的方向传播外，还产生一个新的异常的 （abnormal) 
波，但比原来的波较弱.这与前面的反例是一致的.此定理的证 
明与定理 10.5.12 类似，我们不在这里重复了I读者可以参看 J. M. 
Bony [4], 用同样的方法还可研究两个波相互作用后产生《个异 
常波的情况，如《>阶严格双曲型方程的情况就是如此.我们也不 
在此一一叙述了. 

3.评注 

A . 考幸守今毕考 flff 毕哼序寧.在定理10. 5 .11中我们只 
考虑了半•线•性•方•程因•为这时线性化算子的主部是 



光潸的 》 从而 2 也是光滑的而经 过一个 c - 变换可以化为馬— 0, 
从而方程化为某种标准形式.对于完全非线性方程， S 躭不再是 
光滑的，而算子成为仿撖分算子.对这种新问顆， S . AUatac ™# 
建立了一种所谓仿复合来代替前述变量变换，从而成功地解决了 
完全非线性方程解的奇异性传播问题.他的主要结果 如下： 

设是 R •的一个开集， 》€ HUO )，+ 是下列 

方程的一个 实解： 

P ( x , u , •••, d - tt , …)|.|<, ― 0, 

这里 f 是其变元的 c ■函数.选取坐标并设 
(0 P 关于解《的线性化算子 P 相对于曲面 * - const 是严 
格双曲的 I 

.( H ) 开集 o + - 是开集 fr - {* efi ，*< o } 

的反射区域，即所有从出发的特征都能到达 fl ' 

设 S 是一个曲面，在上 S 由方程 *1 — ( p (. r , x ") 确定，9(0, 
0) — 0, tp € Hf ac , s 是/*的一个特征曲面，而且当/ < 0时免€ 

C -. 

在以上条件下，可以证明 

走理 10*5.14 设 + 假设对 

于 *<0,«€ H * CS , oo ), 则在 a 上 S 是（:■的，而 《 eH * CS , oo ). 

我们看到，即使在余法分布框架下，象半线性方程一样，单个 
波不会产生出异常波来， 

定理 10.5.1 4 证明中的关键一步是作一变换，将 S 变为 *,= 
0,从而相应的仿微分算子 P 也变成相应的形式 

II 

多 ■ s + 月 0 ， 

y-i 

这里 BjQ — 0,1, • • -,# i ) 是1 阶仿微分算子， Z t •- x t d Ml9 
Z2 - d t9 Zi ^ d 9i 0-3, •••,«). 下一步的证明就和定理 
10_ 5 .11 —样了.完成这一变換的就是所谓仿复合，下面作一简 
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短说明，有兴趣的读者请参看 s . Aiinhac [2]. 

设弘,4是 R * 的两个开集， z : 是一个 c - +1 , P > 

1 微分 同胚，则存在一个线性算子 — 0‘(兑)满足下 
面的 定理： 

定環 10.5.1S 

( i ) 任给 MB , < r 乒0，算子 Z * 映到邱„(兑）， 
映 CkCflJ 到 Cfo . Cfii ). 

( ii ) 若 zecfi 1 (或 « eHf 8c , 其中 a > 

1, O >0 ( 或 s >^-+\, r > 子)，则 

U°X — X*U + T m ^ 0 xX 十 R , 

这里 R € CK ,+ S 8- 1, P + n (或 R e *- 

inf — —— 1’ t — + 1)). 

这里 3 V « 是以为象征的仿微分算子.若 <7-+»,就 
回到了原来的仿线性化定理 m “因为这时 z *« ec -. 另一方 
面，若 Z € C ~, 则 T K - oX XiC ~, 因此 p 与复合算子只相差一个 
正则化算子.这就是为什么会采用仿复合这一名词的原因. 
仿复合算子有许多性质与复合算子类似.例如我们有 
定理 10.3.16 

( i ) 若 Z 。： 込— 兑和； t l: 是两个 C 〜( P >0) 微 

分同胚，则 

X*°Xfu -= + Ru, 

这里 K e s -% 即一个 p 正则化算子. 

( n ) 若 AOwesrCA ) ，则 

X*TiH — T k » X*u + Ru , 

这里 A * esr ( fi ,), e - inf (« >P ), R € S --* 是一个 ( s _«) 正 
则化算子，妒的计算与拟微分算子一样 • 不过只取求导数有意义 
的有限项而已. 

B 半线性方程的多个波的相互作用.定理 10.5.12 和 10.5.13 
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研究了半线性 方程的 两个波 的相互 作用，一般说来这时会出现新 
的异常波.这是奇异性相互作用的结果.因此我们自然会问：多 
个波相遇以后的情况会是怎样的？由两个波的情况奇以看到 ，对 
于非线性方程也一定会有奇异性的相互作用出现，而且在一般情 
况下这种相互作用是非常复杂的.关于这类问题， J . M . Bony 
研究 了一个简单然而十分重要的非线性方程，即祀中的非线性 
Klein-Gordon 方程》(参看 J _ M . Bony [5])： 

□« — dfu— diu— /(*,*,y,»). 

设是原点的一个邻域， Si . S2 . Sj 是□的三 
个特征曲面,而在原点横截相交， r 是过原 点的特征 锥面: <*- 
y — y 1 — 0 , r * 是两个半 锥面： (- 土 vV + y a _ 我们有 

定理 10*5,17 设 6>0是非线性 Klein - Go ¬ 

rdon 方程的一个实解，在 fl — 内有 »€ H °( S . USiUS } , V , »> 

y , A € N , 则在内原点附近，对于每个 《'<< /有： 

00在 g ^ ur + 之外， 

i 

( b ) 靠近 

CO 0 S r+\(y 2 f ), 有 《 €/r(W ， o. 

由结论 00, 利用定理 io .5. i , 我们可得到，靠近 r + \( ys f ) 

有 »€//% t— min(2u— ^-+ 1, er + 々)，因此，对于 (0 我们 

可以得到：若 2 D min (々，卜一子+ 1 ])，则在 r +\( ys ) 
附近，有 《 efT + ，( r ， 々一玄). 

' 定理 10.5.17 的结论可以由下面的关于 * 的三个剖面图示意. 

在和―之间奇异性两两相互作用还没有产生异常波， 在*, 
和 I ,之间，三个波，即奇异性相互作用而产生出了比原来的奇异 
性较弱的异常奇异性， 





图10 

定理 10.5,17 的证明是非常复杂的 . J . M .Bony 为此引进了所 
谓二次微局部化理论.我们不在此叙述，有兴趣的读者可以参看 J . 
M . Bony [5]. 由此可以看到，更多的波的相互作用将是一个非常复 
杂的问题.这些问题在 J . M . Bony 和他的学生们的工作中已开始 
论及,其工具是所谓高次微局部化理论.此外，这里读到的波的相 
互作用还都只是对半线性方程而言的.对于完全非线性方程情况 
又会是怎样呢?这是一个尚未解决而又非常重要和有兴趣的问题. 

C . Cauchy . f . 关于非线性方 

程的 Caucliy 问初曲 ^ 上有奇异性，则 
此奇异性将沿着特征曲面向内部传播.这与定理 10.5,1 和定理 
10.5,11 的情况类似,我们就不再重复了.下面考虑 B 那样的多个 
波的问题,而且也只考虑非线性 Klein-Gordon 方程， 

假设在 平面* = 0上给出条在原点两两横截相交的曲线： 
△u • • • 经过其中每一条曲线都有两个特征曲面 Sh 和 So 



设它们在 fl 内都是光滑的，记 

△ — Ua ， s — U 

i 

我们有 

定理 10*S.18 设 *> I ■是方程口《■/(*，*， 

y ,«) 的一 个实解 ，又设《在* =0上的迹满足 

«(0»» ， y) e W’ (厶 ,0» 3,«(0,»,y) € W ,-1 (A,Of 
则在 fl 上对所有的 / 有 

(») 在 Sur 之外有 

(b) 在 S"\( U 2„UA) 附近 《 e«"(2" ， 是)； 

(c) 在 AS 附近以 々 一 f )， 这里 s 

I 1 - f +l ]). 

这里 r 是过 a 的特征曲面. 

这个定理的证明与定理 10-5.17 一样需要用到二次掀局部化 
理论 ，请读 者参看 J. M. Bony[4]. 

此外,利用仿微分算子理论，我们还可以研究完全非线性方程 
的边值问题的边界奇异性.传播，例如其反射等等问题.有兴趣的 

读者请参阅 P. Godin[l], M. Sabl—ToageronUl, [3] 和 E_ 
Leichtman[l ], 

仿锨 分算子的象征计算和微局部 理论对于处理系数非光滑的 
歃分算子是一个强有力的工具.它在研究非线性方程时，一定程度 
上取代了拟微分算子.因此，它也为非线性双曲型方程的混合边值 
问题的存在性理论中的能量佔计的构造提供了一个有用的，工具 
(即用仿微分算子构造所谓微局部对称化 子)， 有兴趣的读者请参 
看 S. Alinhac[4 ]， 陈恕行 [7] ， G. Metivier [1] ， [2] ， A. Mokraoe 
tl], M. SabU-Tougeron[2] 等文 • 
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后 记 

从本书上册完稿到下册隔了三年，因此，下册的面貌自然与原 
来的设想有很大的不同.这里应该提到 H 8 rm » nder 的巨著，看 
了这部书再想动笔确有■•日月出矣，而爝火不息，其为光也,不亦难 
乎 "(庄 子 • 逍遥游)之感，几乎有关线性偏微分算子的每一个重大 
问题,这部书里都有极精采的讨论，而基本的理论框架也无不重新 
处理了，那么为什么还要把本书写完呢？ 一位朋友在上册出版后 
来信 说的: “令人望而生畏的微局部分析终于有了国人自己写的书 
了”.中国人为本国读者写书是应该占着“人和”之利(即语言以及 
由语言所表现出来的思路相同而得到的便利)的，这才使作者有男 
气写下去.于是，本书只保留了最基本的理论框架(即下册的辛几 
何和 Fourier 积分算子理论），商略去了廪来计划的主型算子一章， 
只把其最主要的概念放在第九章中.佐藤超函数也只好割爱.这 
是由于它已发展成一个很大的领域了，如果要讲它而不涉及一些 
很活跃的领域似乎是对读者敷衍塞责，而要涉及这些论腰，又得 
重新建立起一整套 •■重 型装备"，无论从篇幅上或作者的能力上都 
不大可能.但相反地，本卷由徐超江同志写了第十章“非线性微 
局部分析' 这是一个引起许多人重视的方向，国内外关心的人不 
少,这里介绍了一些最新的文献和正在讨论中的问题，也许可以验 
证上册序言中的一句话“这个领域还在迅速发展，看不出有停下来 
或者放慢步伐的迹象”，而且，我们现在可以说，全书的主题即是 
11 微局部分析 

上册问世后得到不少同志的关心，在此一并致谢，并欢迪更多 
的批评.本书（包括上册）的写作得到中国自然科学基金会的支 
持，在此也致 谢意， 

齐民友 

W»7 年 19 月于武汉珞珈山 
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